
  پيشگفتار

هاي ها و استخراج تعميموري، تعبير و تجزيه و تحليل دادهآآمار عبارت است از هنر و علم جمعموضوع    
تواند براساس مجموعه اطلاعات به عبارت ديگر يك آماردان مي. حت بررسيهاي تمنطقي در مورد پديده
ويي كند؛ يعني به ياري اطلاعات هاي نظريه احتمال، پيشگهاي رياضي و مدلدلعددي و بر مبناي م

گيري از توان گفت كه علم آمار نتيجهو مياز همين ر. بيني نمايدته، نحوه رفتار يك فرآيند را پيشگذش
كار علم آمار كمك به تفكر علمي است و آمارشناس كسي است . جزئيات و يا رسيدن از جزء به كل است

ست آمده، اتفاقات و حوادث را و سپس با اطلاعات به د اطلاعاتي به دست مي آورد ،كندكه مشاهده مي
  .، در پيشبرد علوم مبتني بر مشاهده استدر يك كلام علم آمار ابزاري جديد. كندبيني ميپيش

  اغلب . نيمكي ميها در دنيايي است كه در آن زندگدبيني و توصيف پيشاميكي از اهداف علم، پيش
يك  هايي سر و كار دارد كه در آنها وقوعلم آمار، عمدتاً با وضعيتع. اند، غير حتميهاي طبيعيپديده

ها بر مبناي اطلاعات در حقيقت، كاركرد علم آمار، ارائه استنتاج. بيني نيستپيشامد به طور حتمي قابل پيش
  :يك تعريف مناسب از آمار چنين است. كامل استنا

لاعات تعبير اط مينه پژوهشي، براي گردآوري وهاست كه در هر زاي از مفاهيم و روشآمار، مجموعه"
  ".روديت و تغيير وجود دارد، به كار ميها، در شرايطي كه عدم حتمگيريمربوط به آن و انجام نتيجه

آمار به عنوان . ست، از حد ساختن جداول و نمودارها بسيار فراتر رفته اهاي جديد آمارينظريه و روش
آوري ي كه مستلزم جمعيهاهايي است كه در تمام پژوهشفاهيم و روشيك ابزار علمي، امروزه شامل م

ها گيري بوسيله تجزيه و تحليل دادهو مشاهده و انجام استنباط ونتيجهداده به وسيله يك فرايند آزمايش 
اي فرعي از علم آمار در و نموداري به صورت جنبه هاي عدديامروزه نمايش. اهميت بسيار دارندهستند، 

  .اندهآمد

   هاارتباط آمار با ساير رشته

هاي علمي جديدي رشته ،علوم مهندسي هاي آماري در قلمروهاي گوناگوني از علوم انساني،كاربرد روش
آمار  ،آمار مهندسي روانسنجي، ،نظير آمار زيستي پديد آورده است كه در ارتباط متقابل با آمار هستند،

شناسي نقش همچنين در علوم سياسي و هواشناسي و محيط. ياقتصاد سنجي و جمعيت شناس ،بازرگاني
  .كنداي ايفا ميعمده

  

 ઔधیات................ل اولൎک  
  ୓ازما৯دਘی دادهس................ઔधل دوم
ت................ઔधل १وم   ৔وીࣣف ࠛددی ज़شاগدا

  اন࣎مال...............ઔधل घھارم
 ඵෝࣞਵر୓ی ৈصاد਋ی و ভหع اন࣎مال................ ઔधل پ࣊ࡔم

 اঃیدریاિی و کارୀد୓ی آن.................ઔधل ॳ࡫م
 ୓ی آماری ৔وزઔध.................୒ل ൈএ࣎م



  

  

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



١.  

  رضا بهرامي: ويژه دانشجويان كارداني حسابداري                                                                                  مدرس  

  2                                                                                               كليات: فصل اول                    

مشتق شده كه يكي از معاني آن دولت  Statusاست كه از كلمه لاتين  Statistics، معناي انگليسي آمار    
 اولين استادان اين علم دانشمندان و داري مطرح بوده ومار به عنوان يك هنر و علم حكومتدر ابتدا آ. است

، آيدت مهم قرن بيستم به شمار ميگرچه علم آمار يكي از اختراعا. شدندكارگزاران علوم سياسي قلمداد مي
البته پيش از آن كاردان و . ريزي شدپايه 17سط پاسكال و فرما در قرن مبناي آن يعني نظريه احتمال تو

  .لي پرداخته بودندبه چنين مسائ 16گاليله در قرن 

گيري از لخيص، تنظيم، تجزيه و تحليل و نتيجهآوري، تهاي علمي جهت جمعبه مجموعه روش :آمار علم
  .گوينديرد، علم آمار ميگكه به منظور تامين اهدافي از قبل تعيين شده انجام مي هاداده

  .دتوان از دو ديدگاه مورد بررسي قرار دابه طور كلي علم آمار را مي

خلاصه كردن و توصيف اطلاعات به  ،هايي كه براي سازماندهيبه مجموعه روش :آمار توصيفي - 1
 هاي، شاخصهاي مركزيشاخص، هابندي دادهطبقه(هايشود و شامل بخشرود، گفته ميمي كار

 .است) رسم نمودارها و پراكندگي
دست آمده از نمونه را به جامعه  هايي كه به وسيله آنها نتايج بهبه مجموعه روش :آمار استنباطي - 2

، برآورد ،گيرينمونه ،توابع توزيع ،احتمال(هايي همانند شود و شامل بخشد، گفته ميدهنتعميم مي
 .است) آزمون فرض

مجموعه افراد يا چيزهايي كه حداقل در يك ويژگي مشترك باشند و به خوبي تعريف و  :جامعه آماري
  .يان دانشگاه مازندراندانشجو: مثال .مشخص شده باشند

پذير و يا نداشتن امكانات كافي امكان مي وقتافراد جامعه بعلت هزينه زياد و كمطالعه يك يك  :نمونه
جاي تمام ه شود و مطالعه آن باز جامعه را كه طبق ضوابطي مقبول انتخاب مي بخشي نيست، بنابراين تنها

  .ناميمجامعه مقدور است، نمونه مي

ماري و محدوده اند و جامعه آكه در همه اعضاي جامعه مشترك هستند )هايي(فتص :صفت مشخصه
بررسي متوسط قد تمامي دانشجويان دانشگاه مازندران كه در : مثال. شودها مشخص ميمطالعه با اين صفت

  .آن صفت مشخصه دانشجوي دانشگاه مازندران بودن است و براي تمامي اعضا يكسان است

از اين رو آنها را به . دكنو به عضو ديگر جامعه تغيير ميهستند كه از هر عض )هايي(صفت :صفت متغير
  اين متغيرها هستند كه عملاً در حين تحقيق مورد سوال و اندازه گيري قرار . گويندمتغير مي ،اختصار

  .دهندنمايش مي.... ، X ،Y، Zمتغيرها را معمولاً با حروف بزگ مانند  .گيرندمي

زيرا از هر عضو . براي مثال در بررسي متوسط قد دانشجويان دانشگاه مازندران، قد يك صفت متغير است
  .باشدجامعه به عضو ديگر متغير مي
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  .گيري شده يك متغير هستندها مقادير اندازهداده: توجه

  : د بر دو نوع هستندمتغيرها خو

گيري گيري هستند و هميشه نتيجه اندازهيي هستند كه قابل شمارش و اندازهمتغيرها :متغيرهاي كمي) الف
  .همانند قد، وزن، فشار خون و دماي هوا. آنها يك عدد است

  اهيت اينگونه متغيرها م. اندگيريهستند كه غيرقابل شمارش و اندازهمتغيرهايي  :متغيرهاي كيفي) ب
گروه خوني، درجه  رنگ چشم،: همانند. شوندهايي كه دارند، ثبت ميپذيري ندارند و تنها با وضعيتزهاندا

  .هاكيفيت كالا، برچسب انرژي، رنگ

  :بندي زير را در نظر گرفتتوان براي متغيرها تقسيمبه طور كلي مي

  

        

                    

 

   

 

 

  

  .نامندگيري تمامي عناصر جامعه به دست آوريم آنها را پارامتر ميجامعه را با اندازه هاياگر شاخص :پارامتر

به دست آمده باشند، ) نمونه گيري(هاي مورد نظر جامعه با استفاده از بخشي از جامعهاگر شاخص :آماره
  .شوندآماره ناميده مي

  .گيريو نمونهبررسي متوسط درآمد خانوارهاي يك كشور از طريق سرشماري : مثال

  :گيري و سطوح مختلف متغيرهااندازه

  گيري ناميده هايي معين به متغيرهايي كه قصد مطالعه آنها را داريم اندازهتخصيص اندازه :گيرياندازه
  .شودمي

  تعداد فرزندان، تعداد تصادفات: همانند.متغيرهايي كه قابل شمارش هستند:گسسته

  

وزن، : همانند. متغيرهايي كه اندازه پذيرند و مقادير آنها متعلق به اعداد حقيقي است: پيوسته
 قد، دماي هوا

همانند . سايي و تميز دادن آنهابه هر سطح متغير تنها براي شنا... اختصاص يك عدد يا اسم يا : اسمي 
  .به هر يك از گروههاي خوني 4تا  1اختصاص اعداد 

  .اختصاص داده شده به هر سطح برتري آنها را نشان دهد... هر گاه عدد يا اسم يا : رتبه اي

  .هاي انرژي، برچسبرتبه بندي كارگران يك كارخانه از نظر مهارت كاري: مثال

 متغير

 كمي

 كيفي
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به آن انجام  xگيري و تخصيص عددي مثلاينكار با اندازه. فرض كنيد بخواهيم وزن سيب را اندازه بگيريم
آيا روشي براي اندازه . ردي سيب را اندازه بگيريم به چه صورت خواهد بودحال اگر بخواهيم تُ. شودمي

  گيري ميزان تردي سيب وجود دارد؟

گيري سطوح مختلف متغيرها، چهار براي اندازه 1946هارواد، در سال استيونز، استاد روانشناسي دانشگاه 
  :زير معرفي كرد ع مقياس را به شرحنو

، كه معمولاً يك عدد طبيعي است، تنها براي شناسايي افراد يا اشياء يا مكان xهر گاه :مقياس اسمي) الف
ها، مقاطع اسامي كتاب: بعنوان مثال. نامندبه كار رود و هيچ كميتي را بيان نكند، آنرا يك مقياس اسمي مي

  .تحصيلي، رنگ چشم

رتبه بندي كارگران يك : بعنوان مثال. ، برتري يا ترتيب سطوح را نشان دهدxهرگاه :مقياس ترتيبي )ب
  .هاي انرژيبرچسب ،كارخانه بر اساس مهارت كاري

لازم به ذكر است كه  .شد، بيانگر يك كميت باشد ولي مبدا معيني نداشته باxهرگاه :ايمقياس فاصله) ج
به سخني ديگر اگر با اين مقياس براي . كنداي نسبت دو تفاضل يا دو فاصله را حفظ ميمقياس فاصله
, , ,a a a a1 2 3 ,با اعداد  tويژگي 4 , ,x x x x1 2 3 xگيري شود بايستي نسبت اندازه 4 x

x x
−
−

4 3

2 1
ثابت بماند و به  

  .گيري بستگي نداشته باشدواحد اندازه

 دماي چهار جسم باشد و بر حسب درجه سانتيگراد داشته باشيم tعنوان مثال فرض كنيد ويژگيه ب
, , ,x x x x= = = =1 2 3 410 5 20 xبراي اين چهار عدد داريم  45 x

x x
− −

= =
− −

4 3

2 1

45 20 515 ها اي اين دادهاينك بر. 10

y:با مقياس فارنهايت داريم x= +
9 ,: در نتيجه .325 , ,y y y y= = = =1 2 3 450 59 68 هاي براي اين داده. 113

y:جديد داريم y
y y
− −

= =
− −

4 3

2 1

113 68 559 xشود نسبت همانطور كه مشاهده مي. 50 x
x x
−
−

4 3

2 1
در هر دوحالت برابر  

  .اي استت يك مقياس فاصلهبنابراين حرار. است

ها اين مقياس بيشتر در علوم روانشناسي، تعليم وتربيت، فيزيك و براي سنجش هوش و ارزيابي آزمون
  .كاربرد دارد

توجه داشته باشيد . ، دقيقا بيانگر يك كميت باشد و شامل يك مبداء معين باشدxهرگاه :مقياس نسبتي) د
  .گيري بستگي نداردشود و به واحد اندازهاس نسبتي، نسبت حفظ ميكه در مقي

gr :براي مثال kg
gr kg

= =
6000 6 32000 2  

  



١.  

  رضا بهرامي: ويژه دانشجويان كارداني حسابداري                                                                                  مدرس  

  5                                                                                               كليات: فصل اول                    

  .ها را در جدول زير خلاصه كردتوان خصوصيات انواع مقياسبه طور كلي مي

  

   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  مبداء صفر مطلق  مبداء صفر قراردادي ارزش ترتيب انواع مقياس
  ندارد  ندارد ندارد ندارد اسمي
  ندارد  ندارد ندارد دارد ايرتبه
  ندارد  دارد دارد دارد ايفاصله
  دارد  دارد دارد دارد نسبتي
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  مسائل

 مار استنباطي و توصيفي را تعريف كنيد؟آ  - 1

  تفاوت آماره و پارامتر را بنويسيد؟ - 2
  گيري را با ذكر مثال توضيح دهيد؟مقياس هاي اندازه  - 3
  غير هاي زير را تعيين كنيد؟مقياس هر يك از مت  - 4

  نژاد، زمان، درآمد، شغل، گروه خوني         

  ، نمونه، متغير و مقياس را مشخص كنيد؟)جامعه آماري(در هر يك از موراد زير جمعيت  - 5

  دانش آموزان يك مدرسه و قدرت ديد آنان -الف          

  .بيرستانها در يك صفحه از كتاب رياضي دوم دغلطتعداد  - ب          
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ن آنها به و خلاصه كرد بنديشود، ابتدا سازمان آوري ميبراي تحقيق گرد از اطلاعات  اي هنگامي كه توده    
به همين  روشهاي آمار توصيفي. است داري قابل درك و ارتباط باشند، ضروريطريقي كه به صورت معني

 مرتب كردن ،ها داده دادن به مفيدترين و در عين حال اولين قدم در سازمان غالباً. ندشو مي منظور بكار برده

و در صورت  هاي مركزي و پراكندگي شاخص استخراج ها بر اساس يك ملاك منطقي است و سپس داده
  و  سيونتر نظير رگرهاي پيشرفته ز تحليلاطلاعات و استفاده ا لزوم محاسبه همبستگي ميان دو دسته

هاي ويژگي توان دقيقاً توصيفي مي با استفاده مناسب از روشهاي آمار ،بندييك جمعدر . باشد مي بينييشپ
 اطلاعات اوليه هايبراي تعيين و بيان ويژگي آمار توصيفي هميشه. يك دسته از اطلاعات را بيان كرد

  .شوند بكار برده مي ،ها پژوهش

 با آنها في ابتدا به بيان چند تعريف كه در طول كتاب مكرراًبراي شروع بحث در مورد آمار توصي     
  .پردازيممي ،كردبرخورد خواهيم 

از يك جمعيت را كه معمولاً يك متغير است مطالعه كنيم، اگر ) هايي(خواهيم ويژگيفرض كنيد مي :داده
گيري كنيم، يك مجموعه اندازه ،گرفته شده از جمعيت اين متغير را در مورد يك يك افراد جمعيت يا نمونه

  .اندداده ها بر دو نوع گسسته و پيوسته. نامندآيد كه آن را داده مياز اعداد به دست مي

يا شمارش به ) ايرتبه(يري با مقياس اسمي، ترتيبيگهايي هستند كه از راه اندازهداده :هاي گسستهداده) الف
  .تعدا تصادفات در يك چهارراه بعنوان مثال تعداد فرزندان خانواده،. آينددست مي

بعنوان مثال . آينداي يا نسبتي به دست ميگيري فاصلههايي هستند كه از راه اندازهداده :هاي پيوستهداده) ب
  .طول عمر يك لامپ، قد يا وزن افراد

د، شوند و به خودي خود خام هستنها اغلب به صورت انبوهي از اعداد ارائه ميداده :هاي آماريجدول
  .براي اينكه بتوان آنها را پخته كرد و حقايق را جويا شد بايستي سه كار عمده زير را انجام داد

  

  

  

هاي آماري و تهيه كرده و به برداشت توان قوانين شانسي حاكم بر آنان را پيداتنها پس از طي اين مراحل مي
با نظمي خاص، در چند سطر يا ستون را  هانمايش داده. مورد مطالعه پرداخت نهايي درباره ويژگي گزارش

ها را خلاصه كنند آنها را در جدولي به نام در كارهاي آماري براي اينكه داده. نامنديك جدول آماري مي
هاي كيفي و كمي تنظيم چنين جداولي را براي داده در ادامه نحوه. كنندجدول توزيع فراواني تنظيم مي

  .توضيح خواهيم داد

 بندي اطلاعات و تهيه جدول توزيع فراوانيدسته - 1

 .ها، نمودارهايي براي توصيف بصري اطلاعات رسم كنيماز روي جدول - 2
 .ها را به خوبي آشكار كند خلاصه كنيميا چند عدد كه بتواند ويژگي دادهآنها را در يك - 3
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  :هاي كيفي و كمي گسستهفراواني براي دادهجدول توزيع 

متغير را به همراه فراواني آنها ) مقادير(هاي كيفي و كمي گسسته بايد هريك از سطوحبندي دادهبراي دسته
  .در يك جدول قرار دهيم

جدول . عيين نموده استنان را به شرح زير تآبيمار قلبي دارد و گروه خوني  20فرض كنيد پزشكي  :1مثال
  .ها به صورت زير خواهد بودبراي اين دادهراواني ف

  

  

ifيعني . باشدها ميها برابر با تعداد دادهفراواني توجه داشته باشيد كه همواره مجموع n=∑.  
  

  :هاي كمي پيوستهجدول توزيع فراواني براي داده

ها زياد و فراواني كم است، استفاده از روش قبلي براي تشكيل اي پيوسته از آنجا كه تعداد دادههبراي داده
هاي كمي پيوسته بايستي مراحل زير را بندي دادهبراي دسته. توزيع فراواني ديگر پاسخگو نيست جدول

  .ام دادانج

)تعيين تعداد طبقات) الف )K :ها و يا با استفاده از روابط اد طبقات را به تناسب تعداد دادهتعدKn = و  2
/يا  log( )K n= +1 3 آماردانان  .تعداد طبقات است Kها وتعداد داده nكه در آن. كنيمتعيين مي 322

و بيشتر از  5هاي هر طبقه كمتر از د كه تعداد دادهاي انتخاب شوعداد طبقات به گونهت ،كه كنندتوصيه مي
  .كننداختيار مي 15الي  5معمولاً تعداد طبقات را بين . نباشد 20

)تعيين فاصله طبقات) ب )C :را ) هابرد داده(ها يافتن فاصله طبقات ابتدا بايستي دامنه تغييرات داده براي
  . تعيين كنيم

).عبارت است از اختلاف بين كوچكترين و بزرگترين عدد ):برد(دامنه تغييرات ) ( )i iR Max x Min x= −   

 گروه خوني  متغير اسمي  خط و نشان  )if( فراواني

6    1  A 

3    2  B 

4    3  AB 

7    4  O 

  جمع      20

B  A  O  AB  O  A  A  A  O  O  A  A  B  B  AB  O  AB  AB  O  O 
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RCحال فاصله طبقات را از رابطه 
K

Rصورتيكه حاصل  در. محاسبه خواهيم كرد =
K

عدد صحيحي نباشد  
  .آن را با اولين عدد صحيح بزرگتر از آن تقريب خواهيم زد

هايي را كه در هر طبقه قرار حدود طبقات را با شروع از كمترين مقدار تعيين كرده و داده: حدود طبقات) ج
  .كنيمت ميگيرند شمارش كرده و بعنوان فراواني آن طبقه ثبمي

. دهدمتر نشان ميرشته تربيت بدني را بر حسب سانتيدانشجوي  25هاي زير ميزان پرش ارتفاع داده: 2مثال
  .ها به صورت زير خواهد بودبراي اين داده جدول فراواني

  

    

Knبراي تعيين تعداد طبقات با استفاده از رابطه  = K=25داريم  2 kبراي . 2 = عدد شانزده  ،42حاصل  4
kكوچكتر است و براي  25است كه از  = 52=:داريم 5 است بنابراين تعداد طبقات را  25كه بزرگتر از  32

  :داريماي تعيين فاصله طبقات بر. انتخاب خواهيم كرد 5برابر با 

( ) ( ) /i i
RR Max x Min x C
K

= − = − = ⇒ = = =
13110 97 13 2 6 35 �  

  .توان جدول توزيع فراواني را به صورت زير نوشتحال مي

)فراواني  )if  حدود طبقات  خط و نشان  
4    100-97  
4    103-100  
11    106-103  
1    109-106  
5    112-109  
  جمع    25
هاي ديگري را به توان ستونها ميني براي به دست آوردن اطلاعات بيشتر از دادهدر يك جدول توزيع فراوا
  .شرح زير به آن اضافه كرد

)فراواني مطلق )if :د كه توجه داشته باشي. گويندها در هر طبقه فراواني مطلق آن طبقه ميبه تعداد داده
if :عبارت رياضيه ب. ها استداده هاي مطلق برابر با تعدادمجموع فراواني n=∑.  

)فراواني نسبي )ir :هااگر فراواني مطلق هر طبقه را بر تعداد كل داده( )n تقسيم كنيم، فراواني نسبي به
i ،آيددست مي

i
fr
n

=.  

98  101  97  104  102  110  103  106  110  104  103  98  105  100  109  103  104  99  98  
109  105  103  110  104  105  
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%)درصد فراواني نسبي )ir :به صورت( )% ir توجه داشته باشيد كه مجموع . شود، محاسبه مي100×
  .است% 100درصدهاي فراواني نسبي، برابر 

)فراواني تجمعي )iF :قبل هاي مطلق تمامي طبقات مابرابر است با مجموع فراواني ،فراواني تجمعي هر طبقه

. آن بعلاوه فراواني مطلق خود آن طبقه
i

i j
j

F f
=

=∑
1

  

)فراواني تجمعي نسبي )i
i

FR
n

از تقسيم فراواني تجمعي آن طبقه بر  ،فراواني تجمعي نسبي هر طبقه: =

iآيد، ها به دست ميتعداد كل داده
i

FR
n

=.  

)نماينده طبقه )iX iگويند و از رابطه نقطه وسط هر طبقه را نماينده آن طبقه مي: ′ i
i

L HX +′ = به دست  2
  .ام استiحد بالاي طبقه iHام و iحد پايين طبقه iLآيد كه در آن مي

هاي فراواني نسبي، تجمعي، تجمعي ستون ،پرش ارتفاع هاي مثالبراي جدول توزيع فراواني داده: 3مثال
  .نسبي و نقاط مياني را به دست آوريد

نقطه مياني
( )iX ′ 

فراواني تجمعي 
)نسبي )iR  

فراواني تجمعي
( )iF 

درصد فراواني 
%)نسب )ir  

فراواني نسبي
( )ir  

فراواني 
( )if  

  حدود طبقات  خط و نشان

98  16/0  4  16%  16/0  4    100-97  
101  32/0  8  16%  16/0  4    103-100  
104  76/0  19  44%  44/0  11    106-103  
107  80/0  20  4%  04/0  1    109-106  
110  1  25  2%  20/0  5    112-109  
  جمع    25  1  100%      

  

روزه به صورت زير  50مدت زماني لازم براي طي كردن مسير منزل تا محل شخصي در يك دوره  :4مثال
  .به دست آوريد هااين دادهجدول توزيع فراواني را براي . است

  

  

  

،ها را به صورتابتدا دامنه داده. ها داريمبندي دادهها نياز به طبقهدهبا توجه به ماهيت پيوسته بودن دا: پاسخ
( ) ( )i iR Max x Min x= − = − =103 35 براي يافتن تعداد طبقات با استفاده از . آوريمبه دست مي 68

60 47  82  95  88  72  67  66  68  103  90  77  86  58  64  95  74  
72  88  74  77  35  90  63  68  97  70  64  70  70  58  78  89  44  

55 85 82 83 72 77 72 86  50  94  92 80  91  75  76  78 
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knرابطه با استفاده از رابطه  = 62=(آيدبه دست مي 6، برابر با k، تعداد طبقات،2 ، اولين عدد بزرگتر 64
RC/فاصله طبقات را به صورت). است 50يا مساوي 

k
= = =

50 8 33 96   .آوريمبه دست مي �

iX ′  iR  iF  ir  if  طبقات حدود واقعي طبقات  خط و نشان  

5/39  04/0  2  04/0  2    5/44  -  5/34  44  -  35  

5/49  08/0  4  04/0  2    5/54  -  5/44  54  -  45  

5/59  22/0  11  14/0  7    5/64  -  5/54  64  -  55  

5/69  48/0  24  26/0  13    5/74  -  5/64  74  -  65  

5/79  70/0  35  22/0  11    5/84  -  5/74  84  -  75  

5/89  92/0  46  22/0  11    5/94  -  5/84  94  -  85  

5/99  1  50  08/0  4    5/104  -  5/94  104  -  95  

  جمع      50  1      

  

توانند هر مقداري را در ها ميها، اين دادهبا توجه به ماهيت پيوسته بودن داده: حدود واقعي طبقات 
براي مثال اگر مدت زمان رسيدن شخص از منزل تا محل كارش برابر با . يار كنندمجموعه اعداد حقيقي اخت

براي رفع اين مشكل از حدود واقعي طبقات استفاده خواهيم . گيرددقيقه باشد، در كدام طبقه جاي مي 7/44
نصف اختلاف بين حد : كه كنيمبراي به دست آوردن حدود واقعي طبقات به صورت زير عمل مي. كرد
iيين طبقهپا ام را از حد پايين هر طبقه كم كرده و به حد بالاي هر طبقه اضافه iام و حد بالاي طبقه1+

توجه داشته باشيد كه پس از انجام اين كار بايستي در ستون حدود واقعي طبقات، حد بالاي طبقه . كنيممي
i ام با حد پايين طبقهi   .ام برابر باشد1+

پس از تشكيل ستون حدود واقعي طبقات تمامي كارها از قبيل رسم نمودارها و يافتن نقاط مياني با : توجه
  .استفاده از حدود واقعي طبقات خواهد بود

  

  رسم نمودارها

مرحله در آمار توصيفي بعد از تهيه جدول توزيعي فراواني از  همانطور كه قبلاً نيز بدان اشاره شد، دومين
در اين مرحله . باشدها ميگيري بصري از دادهرسم نمودارهايي از روي اين جداول براي يك نتيجه ،هاداده

شود كه در ادامه به شرح و ها استفاده ميبا توجه به نوع متغيرها از جداول خاصي براي نمايش داده
  .م اين نمودارها خواهيم پرداختي رسچگونگ
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در اين نمودار اگر مجموع . شوداز اين نمودار براي نمايش متغيرهاي كيفي استفاده مي: اينمودار دايره
ها به قطاعي از ها يا طبقهها، سطح يك دايره را اشغال كنند، در آن صورت فراواني هريك از اندازهفراواني

ن سطح را بر آبراي تعيين قطاع مربوط به هر سطح متغير، فراواني . كندسطح دايره اختصاص پيدا مي
  :در نتيجه خواهيم داشت. كنيمضرب مي 360و حاصل را در  فراواني كل تقسيم كرده

i
i

f r
n

= × = ×360   ام متغيرiقطاع مربوط به سطح 360

رستان به صورت زير در اختيار است، براي رسم نمودار بيمار بستري در يك بيما 100گروه خوني : 5مثال
  :ها داريماي اين دادهدايره

  گروه خوني  ifفراواني  irفراواني نسبي  )درجه(قطاع دايره 
°36 10/0  10  A 

°72 20/0  20  B 

°90 25/0  25  AB 

°162 45/0  45  O 

  

  

  

  

  

براي رسم اين نمودار  .شودهاي كمي گسسته استفاده مياز اين نمودار براي نمايش داده :نمودار ستوني
. گردد، فراواني درج مي)هاYمحور(ي ، مقادير متغيرها و روي محور عمود)هاXمحور(روي محور افقي 

  .كنيمهايي بافاصله و به ارتفاع فراواني مطلق براي هر مقدار متغير رسم ميسپس مستطيل

  

  .هاي جدول فراواني زير نمودار ستوني به صورت زير خواهد بودبراي داده) 6مثال

5 4 3 2 1 0  X  
1 2 3 7 5 2  

if  
  

  

  بيمار 100اي براي گروه خونينمودار دايره

A

B

O AB
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اي در رسم نمودار ستوني، اگر بجاي مستطيل از ميله استفاده كنيم، نمودار بدست آمده را نمودار ميله: توجه
  .گويندمي

ه كار ب) بندي شدههاي طبقهداده(هاي كمي پيوستهاين نمودار براي نمايش داده ):هيستوگرام(نمودار مستطيلي
  .رودمي

كنيم به طوريكه قاعده هر مستطيل از حد پايين هايي بنا ميبراي رسم اين نمودار، روي محور افقي مستطيل
بعنوان مثال . تا حد بالايي هر طبقه باشد و ارتفاع هر مستطيل برابر فراواني مطلق همان طبقه باشد

  .رش ارتفاع به صورت زير خواهد بودهاي پهيستوگرام داده
  

  

    

  

  

در اين نمودار روي محور افقي، نقطه مياني طبقات و روي محور عمودي،  ):شكسته(نمودار چند ضلعي
سپس نقاطي كه ارتفاع آنها به اندازه فراواني مطلق طبقه مربوطه باشد را . شودفراواني طبقات قرار داده مي

  .كنيممشخص كرده و آنها را به يكديگر متصل مي

  

  .هاي پرش ارتفاع به صورت زير استبراي دادهنمودار چند ضلعي 

  

١٠  

٨  

۶  

۴  

٢ 

١٠      ١٠٩      ١١٢۶      ٩٧      ١٠٠      ١٠٣  

۶  

  

۴  

  

٢  

۵     ۴    ٠      ١    ٢    ٣ 
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گردد با فرض وجود يك طبقه قبل از طبقه اول و براي رسم نمودار چند ضلعي شكسته اغلب پيشنهاد مي
را يافته و با مشخص نمودن آنها بر روي محور  ييك طبقه بعد از طبقه آخر نقاط مياني اين طبقات فرض

فر براي هر دوي آنها ابتدا و انتهاي نمودار را به اين نقاط فرضي متصل افقي و در نظر گرفتن فراواني ص
  .كنيدنماييم، آنچنانكه در شكل بالا مشاهده مي

براي رسم اين نمودار روي محور افقي، حد بالايي هر طبقه و روي محور عمودي،  :نمودار فراواني تجمعي
ا كه ارتفاع آنها به اندازه فراواني تجمعي طبقه مربوطه سپس نقاطي ر. دهيمها را قرار ميفراواني تجمعي داده

هاي بعنوان مثال نمودار فراواني تجمعي براي داده.نماييمباشد را مشخص كرده و آنها را به يكديگر متطل مي
  .مثال پرش ارتفاع به صورت زير است

  

  

  

    

  

  

  

  

  

95.00 100.00 105.00 110.00

نقاط مياني

0.00

2.50

5.00

7.50

10.00

ق
طل
 م
ني
اوا
فر

A

A A

A

A

A

A

١٠    ١٠٧   ١١٠  ١١٣۴    ٩      ٩٨    ١٠١۵ 

١٠    ١٠٩   ١١٢۶       ١٠٠    ١٠٣ 

٢۵  

٢٠  

  

١٠  

  

۵ 
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  مسائل

 17و  25، 30، 38تابخانه به ترتيب هاي رياضي، آمار، زبان و فيزيك موجود در يك كتعداد كتاب - 1
 ها رسم كنيد؟اي را براي اين كتابنمودار دايره. كتاب است

ها به صورت زير به تايي از جمعيت ساكنان يك منطقه تعداد فرزندان خانواده 50در يك نمونه  - 2
 ؟ ها بدست آورديدبراي اين داده كامل جدول توزيع فراوانييك . دست آمده است

  
  
 

يك جدول توزيع فراواني كامل . تا نزديكترين كيلو در زير داده شده است كيسه گندم 40اي هوزن - 3
 ها به دست آوريد؟براي اين داده ،طبقه 8با تعداد 

  

  

  

1  1  0  3  4  6  1  0  2  5  2  5  3  4  0  1  2  4  5  3  3  4  4  2  6  5  2  3  3 
2 1 3 2 0 2 2 3 4 6  5  1  2  4  3 5  2  0  1  2  1  

138  164   150  132  144  125  149  157  146  158  140  147  136  148 
  142  173  146  165  154  119  163  176  138  126  168  144  152 

147 135 153 140 135 161 135  145  142  150  156  145  128   
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هاي حدودي دانستهتوان تا در فصل قبل ديديم كه با استفاده از جدول فراواني و نمودارهاي آماري، مي     
ها را به صورت چند شود تا اين دانستهبا اين حال سعي مي. ها را مختصر و محسوس كردنهفته در داده

اي كلي درباره ويژگي مورد مطالعه به دست آورد و هم نتيجه مطالعات شاخص معقول درآورد تا بتوان ايده
  .ور كلي به دو دسته تقسيم كردتوان به طها را مياين شاخص .را به سادگي گزارش داد

باشند و هايي را كه معمولاً در حوالي مركز منحني فراواني ميشاخص: هاي گرايش به مركزشاخص) الف
  .ها، ميانه و چندك)مد(ميانگين، نما: همانند. كنندمي تعيينها را ميزان گرايش به مركز داده

  ها نمايش ها را از مركز توزيع دادهندگي دادههايي كه ميزان پراكشاخص: هاي پراكندگيشاخص) ب
 ضريب چولگي ،دامنه تغييرات، انحراف ميانگين، واريانس، انحراف معيار، ضريب تغييرات: همانند. دهندمي

  .و كشيدگي

بندي شده به تفضيل مورد هاي طبقههاي خام و دادهها را در دادهشاخصدر اين فصل نحوه محاسبه اين 
  .هاي گرايش به مركز را مورد بررسي قرار خواهيم داددر اين فصل ابتدا شاخص. هيم دادابحث قرار خو

، يك مقدار باشد، يعني ، تعيين يك مقدار مركزيهادادهشايد مهمترين نكته در مطالعه توزيع يك نمونه از 
ها  داده يعهعددي را كه معرف مركز مجمو شاخصهر . اند در اطراف آن توزيع شده هادادهنماينده كه 

، ، نماميانگين: گرايش به مركز عبارتند از  هايشاخصمتداولترين . نامند گرايش به مركز مي شاخصباشد، 
 .هاچندكميانه و 

 اي مركب ازنمونه حسابي يا متوسط ميانگين: )ميانگين(حسابي ميانگين n  اندازه  , ,..., nX X X1 عبارت 2
دهند كه در عمليات، به نشان مي μيا  Xيانگين را با م .nمجموع اين اندازه ها بر است از خارج قسمت

صورت 
n

i
i

X
X

n
==
∑

 .شودنوشته مي 1

اگر نمودار . دهد ها را نمايش مي ، مركز مجموعه دادهگين، ميانآيدبرمي "متوسط"كه از مفهوم  همانطور
محل  ي دريا ، گويهاي هم اندازهافقي نازكي هها را اين طور تجسم كنيم كه روي ميل داده اي مجموعه نقطه
  .آيد نقطه به حال تعادل در مي اي است كه اين ميله در آن ، ميانگين نشان دهنده نقطهها قرار دارند، آنگاه داده

ميانگين قيمت . تومان است 8320و  9500، 10500، 12500، 15000كتاب يه صورت  5قيمت  :1ثالم

...ها چقدر است؟                    تومانكتاب /

n

i
i

x
x

n
= + +

= = =
∑

1 15000 8320 11 1645  
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  يل اينكه مقادير مشاهده شده در برخي از داده ها براي محاسبه ميانگين حسابي، به دل :ميانگين وزني
  :شوداستفاده ميصورت زير به ميانگين وزني دارند از متفاوت )هاينوز(هايارزش

,ميانگين وزني اعداد  ,..., nx x x1 ,هاي با وزن 2 ,..., nw w w1 نشان داده و به صورت  wXرا با  2
n

i i
i

w n

i
i

w x
X

w

=

=

=
∑

∑
1

1

  .شودمحاسبه مي 

درس رياضي، آمار و فيزيك به صورت جدول زير داده شده  3ك دانشجو در يك ترم در نمرات ي :2مثال
  معدل اين دانشجو را به دست آوريد؟. است

)نمرات )ix  تعداد واحد( )iw    

  رياضي  3  13
  آمار  4  10
  فيزيك  2  15

  

)        :                                پاسخ )( ) ( )( ) ( )( ) /i i
w

i

w x
x

w
+ +

= = =
+ +

∑
∑

3 13 4 10 2 15 12 113 4 2                    

  

: يعني .امُ حاصلضرب آنهاn ريشهبرابر است با  نشان داده و GXرا با ميانگين هندسي :ميانگين هندسي
...n

G nX x x x= 1 2.  

Gx:ابرابر است ب 8و  2ميانگين هندسي دو عدد  :3مثال = × =2 8 4.  

,در صورتي كه ,..., nx x x1 , هايوزنهمگي مثبت با  2 ,..., nw w w1 به صورت انگين هندسيمي باشند، 2
... nww wn

G nX x x x= 21
1   .شودمحاسبه مي 2

ها به صورت كسري باشند، بطوريكه واحد صورت و مخرج يكسان باشد از ميانگين هندسي و اگر اگر داده
  .كنيمواحد صورت و مخرج يكسان نباشد از ميانگين هارمونيك استفاده مي

ها تشكيل شده باشند، مثلاً در كارهاي اقتصادي يا جمعيت ها از درصدها يا نسبتixهرگاه  معمولاً
  .برندشناسي، ميانگين هندسي به كار مي

نسبت به سال پايه افزايش داشته % 40و % 28، %30سال متوالي به ترتيب  3ميزان توليد برنج در : 4مثال
  نزخ متوسط رشد را محاسبه كنيد؟. است
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اگر سال . سال، نسبت به سال پايه داريم 3در اين  خ به اين سوال نياز به دانستن ميزان توليدبراي پاس: پاسخ
و  28/1، 3/1سال متوالي نسبت به سال پايه به ترتيب  3پايه را برابر با يك قرار دهيم، مقدار توليد در اين 

صورت زير به دست خواهيم حال نرخ متوسط رشد را با استفاده از ميانگين هندسي به .  خواهد بود 4/1
): آورد )( )( )/ / / /Gx = 3 1 3 1 28 1 4 1 32�.  

  
. در چند سال متوالي به صورت جدول زير داده شده است بر حسب تن، ميزان توليدات يك كارخانه: 5مثال

  نرخ متوسط رشد توليدات كارخانه را به دست آوريد؟
  

  

  

  

  

  

براي .در صورت مسئله فقط دو ستون اول جدول يعني شماره سال و ميزان توليد داده شده است: پاسخ
با در نظر گرفتن . ال پايه را حساب كنيممحاسبه متوسط نرخ رشد بايستي ميزان توليد هر سال نسبت به س

  :به عنوان سال پايه داريم 1380سال 

  

بر مجموع  هادادهتعداد نشان داده و برابر است با  HXميانگين هارمونيك را با ): توافقي(ميانگين هارمونيك
H: به عبارت رياضي داريم. مجموعه دادهدر يك  هادادهمعكوس  n

i i

nX

x=

=

∑
1

1.  

, در صورتيكه ,..., nx x x1 ,هايوزنهمگي غير صفر با  2 ,..., nw w w1  ميانگين هارمونيك از رابطه . باشند 2
n

i
i

H n
i

i i

w
X

w
x

=

=

=
∑

∑
1

1

  . شودمحاسبه مي 

عت اتومبيل وقتي كه اتومبيل مثلاً براي محاسبه متوسط سر. كاربرد اين ميانگين در موارد خاص مي باشد
فاصله بين دو شهر را با سرعت هاي متفاوت طي مي كند، سرعت متوسط را نمي توان از ميانگين حسابي 

ميزان توليد نسبت به 
  سال پايه

  سال  ميزان توليد

=
20 120  

20  1380  

/=
30 1 520  

30  1381  

2  40  1382  
5/2  50  1383  

1  20  1384  
3  60  1385  

( )( )( )( )( )/ / /Gx = 5 1 5 2 2 5 2 3 2 14�
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 ،كيلومتر در ساعت طي مي كند و در برگشت 80را با سرعت ي فرض كنيد راننده اي مسافت. آورد به دست
ه از ميانگين صورت سرعت متوسط رانند كيلومتر در ساعت، در اين 90همان مسافت را با سرعت 

): هارمونيك برابر است با )( )( )
( ) ( )

/Hx = = =
++

2 80 902 84 71 1 80 90
80 90

.   

1كيلومتر رفته و  100اتومبيلي مسيري را با سرعت : 6مثال
كيلومتر و باقيمانده را با  80مسير را با سرعت  3

  يل چقدر بوده است؟كيلومتر برگشته، سرعت متوسط اين اتومب 120سرعت 
توان سرعت را به هاي مختلف از مسير متفاوت بوده است، مياز آنجا كه سرعت اتومبيل در تكه: پاسخ

  :به صورت جدول زير در نظر گرفتوزن آن  عنوان متغير و قسمت مربوطه را به عنوان
  

  

  

i/   :در نتيجه
H

i

i

w
x w

x

+ +
= = =

+ +

∑
∑

1 21 3 3 101 4211 3 3
100 80 120

.      

  

اين ميانگين به صورت  :مرتبه دو ميانگين
n

i i

i

w xM
n=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

1
2 2

2
1

شود و در حقيقت برابر است با تعريف مي 

,جذر ميانگين حسابي اعداد  ,..., nx x x2 2 2
1 2.  

  :هاي مثبت ميان اين چهار نوع ميانگين، نامساوي زير برقرار استتوان ثابت كرد كه براي دادهمي

  

   :محاسبه ميانگين در جدول توزيع فراواني

iXام و iفراواني طبقه  ifفرض كنيد  ام باشد، در اينصورت ميانگين از رابطه iاني طبقه نقطه مي′
n

i i
i

f X
X

n
=

′
=
∑

  .به دست خواهد آمد 1

  

  

  iXسرعت  iwمسير مربوطه

1  100  
1
3  80  
2
3  120  

H GX X x M≤ ≤ ≤ 2 
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  در جدول توزيع فراواني زير ميانگين حسابي را به دست آوريد؟ :7مثال

  

  

  

  

. ها از آن بزرگتر هستنددرصد داده 50آن كوچكتر و ها از درصد داده 50ميانه عددي است كه تقريباً  :ميانه 
 Mnيا  Meكند و آن را با ها را به دو نيمه مساوي در دو طرف خود تقسيم ميمقادير داده ،در واقع ميانه

  .دهندنشان مي

  :بندي نشدههاي طبقهمحاسبه ميانه براي داده) الف

....داده داشته باشيم كه به صورت غير نزولي يعني به صورت  nفرض كنيد  nX X X≤ ≤ ≤1 مرتب  2
  .ها ميانه را از يكي از روابط زير محاسبه ميكنيمدر اينصورت، با توجه به تعداد داه. شده باشند

  

  

  

  

  را به دست آوريد؟ 20و  12، 4، 5، 9، 8، 17هاي ميانه داده :8مثال

  4، 5، 8، 9، 12، 17، 20: ها را به صورت غير نزولي مرتب خواهيم كردابتدا داده: حل

nبا توجه به اينكه  = يعني تعداد داده ها فرد است بنابراين ميانه را از رابطه   7
( )nMn X += 1

2
محاسبه  

اريمدر نتيجه د. خواهيم كرد
( )nMn X X+= = =1 4

2
9.  

  را به دست آوريد؟ 1و  2، 2، 2، 3، 3، 4، 5هاي ميانه داده :9مثال

با توجه به اينكه تعدا . انددر اين مسئله داده ها خود به صورت غير نزولي در صورت مسله داده شده: حل

nها داده = ).  مزوج است براي محاسبه ميانه داري 8 ) ( )
/

n nX X
x xMn

++
+ +

= = = =
2

2 2 4 5 2 3 2 52 2 2  
  

i if X ′ iX ′ if  حدود طبقات  
38 38 1  5/41  -  5/34  
90 45 2  5/48  -  5/41  
104 52 2  5/55  -   5/48  
177 59 3  5/62  -   5/55  
132 66 2  5/69  -   5/62  

i if X ′ =∑ 541   
in f= =∑ 10    

/i if X
X

n
′

= = =∑ 541 54 110 

( )

( ) ( )

n

n n

X

Mn
X X

+

+

⎧
⎪
⎪
⎪=⎨
⎪ +⎪
⎪
⎩

1
2

2
2 2

2

 

 فرد باشدnاگر

 زوج باشدnاگر
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براي محاسبه ميانه در جدول توزيع فراواني مراحل زير را به  :محاسبه ميانه در جدول توزيع فراواني) ب
  .دهيمترتيب انجام مي

    1- n
  .كنيمرا محاسبه مي 2

nدر ستون فراواني تجمعي اولين عدد بزرگتر يا مساوي - 2
را يافته و طبقه مربوط به آن را طبقه ميانه2

( )i ناميممي. 

ميانه را از رابطه  - 3
( )i

i
i

n F w
Mn L

f

−−
= +

حد پايين طبقه ميانه، iLكنيم كه در آن محاسبه مي  12

iF طول طبقه ميانه  wفراواني مطلق طبقه ميانه و ifقه ماقبل طبقه ميانه، فراواني تجمعي طب 1−
 .است
در جدول توزيع فراواني طول تمامي طبقات با هم برابر است و آن را با كسر حد بالاي يكي : تذكر

i:به عبارت رياضي داريم. ردتوان به دست آواز طبقات از حد پايين همان طبقه مي iw H L= −  

  هاي جدول مقابل مقداربا توجه به داده :10مثال

 ( )R ميانه را محاسبه كنيد؟ 

  

  

  

 

1( n
= =

10 52 2 

است كه متعلق به طبقه دوم  5خود عدد   5در ستون فراواني تجمعي اولين عدد بزرگتر يا مساوي  )2
iيعني ) 9-5( = wهمچنين داريم . است 2 = − =5 1 4. 

 :دبه راحتي ميانه را به صورت زير محاسبه كر توانمياكنون  )3

( ) ( )
n F w

Mn L
f

− × − ×
= + = + =

1
2

2

5 2 42 5 93  

  
  
  

iF if حدود طبقات  
2  2  5-1  
5  3  9-5  
8  3  13-9  
10  2  17-13  

nاولين عدد بزرگتر يا مساوي
= 52 

ميانهفراواني تجمعي طبقه ماقبل طبقه

 طبقه ميانه
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  در جدول مقابل ميانه را محاسبه كنيد؟ :11مثال 

 

n
= =

60 302 2 

است كه متعلق به طبقه دوم  40عدد  30در ستون فراواني تجمعي اولين عدد بزرگتر يا مساوي  - 1
iيعني ) 11-7( = wهمچنين داريم . است 2 = − =7 3 4. 

2 - 
( ) ( ) /

n F w
Mn L

f

− × − ×
= + = + =

1
2

2

30 10 42 7 9 630. 

  

  :موارد استفاده از ميانه و ميانگين

كه وجود اينگونه خيلي كوچك ، در ميانه تاثير ندارد، در حالي  وجود معدودي مشاهده خيلي بزرگ يا
 هايي كه خيلي نامتقارن هستند،رسد براي توزيع به نظر مي. اي دارد اثر قابل ملاحظه مقادير فرين در ميانگين

در گزارشهاي دولتي راجع به توزيع  به اين دليل. است تا ميانگين گرايش به مركز ميانه معيار معقولتري از
وقتي توزيع خيلي نامتقارن نيست، ميانگين به ميانه . كنند مي ذكر درآمد، به جاي ميانگين ، ميانه درآمدها را

 رود، زيرا در روشهاي استنباطي ، ميانگين از لحاظ نظري خيلي بيشتر از ميانه بكار مي شود و ترجيح داده مي

  .داراي امتيازاتي است كه ميانه فاقد آنهاست

>pرا كه در آن  pXعدد  :هاچندك <0 ها درصد دادهp100نامند هرگاه تقريباً ميpاست، چندك مرتبه 1
X/مثلاً . كوچكتر از آن باشند 0 ها كوچكتر از آن درصد داده15نامند هرگاه تقريباً مي 15/0را چندك مرتبه  15

  .ندباش
X/تر از ميانه هستند، ها كليچندك: توجه 0   .در واقع همان ميانه است 50

  

  :هاي معروفچندك

/كه به ازاي  :هاچارك) الف , / , /p = 0 25 0 50 0 آيند و داده ها را به چهار بخش مساوي به دست مي 75
,تقسيم ميكنند و به ترتيب آنها را  ,Q Q Q1 2   . دهندنمايش مي3

,Q Q1   .نامندرا ميانه ميQ2را به ترتيب چارك اول و سوم و 3

  
 

iF if  حدود طبقات  
10  10  7-3  
40  30  11-7  
60  20  15-11  

    Q3                           Q Mn=2                            Q1      
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/كه به ازاي  :هادهك) ب , / ,..., /p = 0 1 0 2 0 قسمت مساوي تقسيم  10ها با به آيند كه دادهبه دست مي 9
,كرده و به ترتيب آنها را با  ,....,D D D1 2   .دهندنشان مي9

/كه به ازاي  :هاصدك) ج , / ,..., /p = 0 01 0 02 0 قسمت مساوي تقسيم 100را به  هاآيند و دادهبه دست مي 99
,كرده و به ترتيب آنها را با  ,...,P P P1 2   .دهندنمايش مي 99

  

   :هاي طبقه بندي نشدهها براي دادهمحاسبه چندك

...داده داشته باشيم كه به ترتيب غيرنزولي  nفرض كنيد nX X X≤ ≤ ≤1 مرتب شده باشند، براي به  2
)حاصل عبارت . بدين ترتيب عمل خواهيم كرد pXدست آوردن  )n p+ آوريم اگر حاصل را به دست مي1

pكنيمباشد، فرض مي rاوي عدد صحيحمس rX X= . در غير اينصورت[ ]( )n p r+ قرار داده و  1=
)اختلاف ان با  )n p+ )را از رابطه  pXاكنون . گيريممي wرا برابر 1 )p r rX w X wX += − + محاسبه  11
  .خواهيم كرد

X/هاي زير براي داده :12مثال 0   را محاسبه كنيد؟ 60

  

  :پاسخ

  

  :هاي جدول توزيع فراوانيمحاسبه چندك براي داده) ب

  .دبراي محاسبه چندك در جدول توزيع فراواني مراحل زير را به ترتيب انجام دهي
1 - npكنيمرا محاسبه مي. 
 .ناميمام ميiرا يافته و آن را طبقه  npدر ستون فراواني تجمعي اولين عدد بزرگتر يا مساوي - 2
)مقدار چندك را از رابطه  - 3 )i

p i
i

np F wX L
f

−−
= +  .كنيممحاسبه مي 1

X/در جدول فراواني زير  :13مثال 0 15 ،/X 0   و چارك سوم را به دست آوريد؟ 20

 

iF  if  حدود طبقات 
5  5  10 – 8  
10  5  12 – 10  
18  8  14 – 12  
30  12  16 - 14  

12  8  7  7  5  4  4  3  2  1  0

[ ]
/

& / ( ) / /
( ) & / /

( / ) / / / /

n p n p
n p r w
X X X

= = ⇒ + = × = ∉Ζ

+ = = − = =

⇒ = − + = × + × =0 60 7 8

11 0 6 1 12 0 60 7 2
1 7 7 2 7 0 2

1 0 2 0 2 0 8 5 0 2 7 5 4
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   :نما

نما ترجمه كلمه 
، كه يك مد است

لغت فرانسوي و 
“ به معناي 

“ ترينمتداول
 برخلاف. باشداي كه بيشترين فراواني را دارا ميها عبارتست از اندازه اي از دادهنما، براي مجموعه. است

. صيتي را نداردها وجود داشته و يكتا است، نما، لزوماً چنين خا اي از دادهميانگين و ميانه كه براي مجموعه
اگر دو اندازه  .ها بدون نما هستندبه عبارت ديگر داده . ها يكسان باشد، توزيع آنها نما ندارداني دادهاگر فراو
به همين ترتيب ممكن . ها فراواني يكسان و بيشترين فراواني را داشته باشند توزع آنها دو نمائي استاز داده

شكل .نمايش مي دهيمMoنما را با حرف . ها داشته باشيماي از دادهاست توزيع چند نمائي براي مجموعه
  .در زير آمده است هاي يك نمايي و دو نماييمنحني

  
  

  :خاممحاسبه نما براي داده هاي 

 .پيدا كردن فراواني داده ها - 1
 .اي كه فراواني آن بيشتر باشد را به عنوان نما انتخاب مي كنيمداده - 2

هر دو را به عنوان نما ها، بيشتر از ساير فراواني فراواني مساوي باشند، اگر دو داده داراي: توضيح
بودند، نصف مجموع آنها را اگر كنار هم . مشروط بر اينكه اين دو داده كنار هم نباشند. كنيمانتخاب مي

  .خوانيمنما مي

Moنما برابر است با 3،1،3،1،3،1،3،2،4،5،3،3،1هاي براي داده :14مثال = 3.  

كه كنار هم نيستند و فراواني مشترك آنها بيش  3و  1دو داده  1،1،3،2،1،4،3،3،5هاي براي داده :15مثال
  .شوندت، هر دو به عنوان نما اختيار ميهاساير فراوانياز س

/ /

/ /

/

/ /
( / ) /

( )

/
( ) /

( )

/ /
( / ) /

( / )

NP
X X

i

NP
X X

i

NP
Q X Q

i

= × =⎧
− ×⎪ ⇒ = + =⎨

⎪ − =⎩
= × =⎧

− ×⎪ ⇒ = + =⎨
⎪ − =⎩

= × =⎧
− ×⎪= ⇒ = + =⎨

⎪ =⎩

0 15 0 15

0 20 0 20

3 0 75 3

30 0 15 4 5
4 5 0 28 8 958 10 1

30 0 20 6
6 5 210 10 4510 12 2

30 0 75 25 5
25 5 18 214 15 251214 16 4
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 ايو دار هستندكه كنار هم  2و  1نصف دو داده  1،3،1،1،2،1،3،2،2،4،5،2هايبراي داده :16مثال
Mo/يعني . شودهستند به عنوان نما اختيار مي) اهبيش از ساير فراواني( 4فراواني  +

= =
1 2 1 52.  

  
  :طبقه بندي شدهمحاسبه نما براي داده هاي 

 .ها در يك جدول فراوانيكردن دادهخلاصه  - 1
را به عنوان نما  ،شودميباشد و رده نمايي ناميده مي ين فراوانياي را كه داراي بيشترنماينده رده  - 2

 .اختيار مي كنيم
)براي دقت بيشتر مي توان نما را از فرمول  - 3 )i

dMo L w
d d

= +
+

1

1 2
در اين فرمول . بدست آورد 

iL اي كه فراواني مطلق آن بيشترين استطبقهپايين  حد، d1 طبقه  مطلقهاي اختلاف فراواني
d بلافاصله قبل از آن، طبقهو  نمادار بلافاصله بعد  طبقهو  طبقه نمادار مطلقهاي اختلاف فراواني 2
 . است طبقهطول  w از آن و

  در جدول توزيع فراواني زير نما را به دست آوريد؟ :17مثال

  

  

 :پاسخ

/

iL
w

Mo
d f f
d f f

=⎧
⎪ = − =⎪ ⎛ ⎞⇒ = + × =⎨ ⎜ ⎟= − = − = +⎝ ⎠⎪
⎪ = − = − =⎩

1 2 1

2 2 3

7
7 3 4 207 4 9 330 10 20 20 10

30 20 10
  

  

  

  

if  دود طبقاتح  
10  7 – 3  
30  7 – 11  
20  15 - 11  
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 : مقايسه اندازه هاي مركزي ميانگين، ميانه و نما

هاي مركزي ميانگين، توان به سادگي نتيجه گرفت كه كداميك از اندازهها نمياي از دادهبراي مجموعه
 شود تاها و موارد استفاده آنها اشاره ميدر اين قسمت به ويژگي لذا. ميانه و نما بهترين معيار است

  .ند معيار مناسب را انتخاب نمايداستفاده كننده با شناخت بهتري بتوا

  ميانگين حسابي) الف

 .گرددسبه ميها محارزش همه دادهميانگين با استفاده از ا - 1
كمتر تغيير  ،ز يك جمعيتمتفاوت ا هايگيريدر نمونه ،نسبت به دو معيار ديگر مقدار ميانگين  - 2

 .يابد مي
 .شودييارهاي پراكندگي استفاده ماز ميانگين براي محاسبه مع  - 3
باشند محدود نمي اواني كه طبقه اول و طبقه آخر آنتوان براي يك جدول توزيع فررا نميميانگين  - 4

 .كردمحاسبه 
 .ها يكتا استاي از دادهمجموعه ميانگين براي - 5
گيرد و به همين و يا مقادير بسيار كوچك قرار مي ين تحت تأثير مقادير بسيار بزرگاندازه ميانگ - 6

 .تواند معيار مركزي نامناسبي باشددليل مي
  
  ميانه ) ب
 .ها باشدشناخت ارزش مياني داده گردد كه نياز بهميانه زماني محاسبه مي  - 1
  نيمه پايين توزيع قرار ها در نيمه بالا و يا اي از دادهبراي تشخيص اينكه اندازه  - 2

 .گيرد، محاسبه ميانه لازم استمي
ه اول و طبقه آخر هاي جدول توزيع فراواني است كه طبقنه معيار مركزي مناسبي براي دادهميا - 3

 .آن محدود نيست
 .گيردبسيار كوچك و بسيار بزرگ قرار ميميانه كمتر تحت تأثير مقادير  - 4

  نما ) ج

 .شودها از معيار نما استفاده ميزه دادهترين اندابراي تعيين متداول - 1
  .ر استتمركزي نما از ساير معيارها ساده محاسبه معيار - 2
 .هاي كيفي نيز به كار بردعنوان يك معيار مركزي براي داده توان بهنما را مي - 3
ها نما وجود نداشته باشد و يا بيش از يك نما موجود اي از دادهممكن است براي مجموعه - 4

 .باشد
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  .ن بخش را با بيان چند نوع ميانگين به پايان خواهيم برداي

و يا مقادير بسيار كوچك  همانگونه كه پيش از اين ذكر شد اندازه ميانگين تحت تأثير مقادير بسيار بزرگ  
تواند معيار مركزي نامناسبي باشد در چنين شرايطي شايد مناسب باشد از گيرد و به همين دليل ميقرار مي
در ادامه به تعدادي از آنان . د استفاده نماييمنباش از تاثير مقادير فرين مصون مي كههاي ديگري يانگينمعيار م

  .اشاره خواهد شد

هاي كوچكتر از مقدار چارك اول و بزرگتر از مقدار چارك سوم را از مجموعه اگر داده :ميانگين پيراسته
   .گوييما به دست آوريم آن را ميانگين پيراسته ميهاي باقيمانده رها حذف كنيم و ميانگين دادهداده

هاي كوچكتر از چارك اول، مقدار چارك اول و بجاي هر يك از اگر بجاي هريك از داده :ميانگين وينزوري
هاي جديد را به دست هاي بزرگتر از چارك سوم، مقدار چارك سوم را قرار دهيم و سپس ميانگين دادهداده

  .گوييموينزوري مي آوريم به آن ميانگين

pدرصد ابتدا و pهاي پرت، اين است كه روش كاملتري براي حذف اثر سوء داده :ميانگين اصلاح شده

اين ميانگين به ميانگين . ها را به دست آوريمها را حذف كنيم و ميانگين مابقي دادهدرصد انتهاي داده
  .درصد معروف استpح شده اصلا

ها كم و مقدار دورافتاده قابل تشخيص باشند، ميانگين اصلاح شده را از رابطهاگر تعداد نمونه
n k

k i
i k

T X
n k

−

= +

=
− ∑

1

1
 kطه در اين راب .گويند kآوريم و به آن ميانگين اصلاح شده مرتبه به دست مي 2
ها مرتب شده و البته بايد داده. اند و بايستي از مجموعه حذف شوندهايي است كه دور افتادهتعداد داده

nk <   .باشد 2

  هاي زير به دست آوريد؟ميانگين پيراسته و ميانگين وينزوري را براي مجموعه داده :18مثال

  

  كنيمدا چارك اول و سوم را محاسبه ميابت: حل 

[ ]

[ ]

& / ( ) / /
( ) & / /

( / ) / / / /

& / ( ) / /
( ) & / /

( / ) / / . /

n p n p
Q n p r w

Q X X

n p n p
Q n p r w

Q X X

= = ⇒ + = × = ∉Ζ⎧
⎪ + = = − = =⎨
⎪⇒ = − + = × + × =⎩

= = ⇒ + = × = ∉Ζ

+ = = − = =

⇒ = − + = × + ×

1

1 2 3

3

1 8 9

10 0 25 1 11 0 25 2 75
1 2 2 75 2 0 75

1 0 75 0 75 0 25 12 0 75 14 13 5
10 0 75 1 11 0 75 8 25

1 8 8 25 8 0 25
1 0 25 0 25 0 75 25 25 /

⎧
⎪
⎨
⎪ =⎩ 28 25 75

  

 .درصد است 25اصلاح شده ميانگين پيراسته يك ميانگين :توجه

30  28  25 21 20  17  15  14  12  1
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را كه بيشتر از  30و  28را كمتر از مقدار چارك اول و اعداد  12و  1براي محاسبه ميانگين پيراسته، اعداد 
             .كنيممحاسبه مي زير ورتسپس ميانگين مابقي اعداد را به صمقدار چارك سوم هستند را حذف كرده و 

( ) /+ + + + +
= =

14 15 17 20 21 25 18   ميانگين پيراسته 666

و  28و به جاي مقادير  5/13يعني  ،مقدار چارك اول 12و 1براي محاسبه ميانگين وينزوري، به جاي مقادير 
دهيم و سپس ميانگين اين اعداد را به عنوان ميانگين را قرار مي 75/25يعني  ،مقدار چارك سوم 30

  .رو محاسبه خواهيم كردوينزوري به صورت روب

( / / / / ) /+ + + + + + + + +
= =

13 5 13 5 14 15 17 20 21 25 25 75 25 75 19   ميانگين وينزوري 0510

  

  اندازه هاي پراكندگي

به عبارت . ها نيستندصيف كننده وضعيت كامل توزيع دادهمركزي مانند ميانگين، ميانه و نما تو هايشاخص
اوتي داشته باشند و هاي يكسان هستند ممكن است پراكندگي متفدو مجموعه داده كه داراي ميانگينديگر 

مناسبي براي مركزيت آن،  شاخصها را دقيقاً توصيف نمود كه علاوه بر شناخت  توان توزيع داده زماني مي
 ، هاداده) دامنه(برد  :معيارهاي پراكندگي متداول عبارتند از .براي پراكندگي آنها تعيين نمود را هم شاخصي

و  ، ضريب چولگيضريب تغييرات  ،معيار واريانس و انحراف  نصف دامنه تغييرات،، هابرد چارك
  .كشيدگي

  

  :هاداده) دامنه(برد 

اده و به صورت نشان دRپراكندگي براي يك مجموعه داده، برد آنها است كه آن را با  شاخصترين ساده
( ) ( )i iR Max X Min X= )كه شودتعريف مي − )iMax X،  و دادهبزرگترين( )iMin X،  كوچكترين

گيرد و در چنين حالاتي هاي پرت قرار ميز همانند ميانگين تحت تأثير دادهبرد ني .مشاهده شده است داده
ده و به علاوه، چون براي محاسبه برد فقط از دو اندازه بزرگترين مشاه. يك معيار مناسب پراكندگي نيست

  .آيدبخشي براي پراكندگي به حساب نمي كوچكترين مشاهده استفاده مي شود معمولاً معيار رضايت

  .12-2=10: از عبارت است 2،3،4،4،5،7،7،8،12برد داده هاي : 19مثال
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  :كيرچا ميان برد
لا اين معيار را با معمو. گيرد  هاي پرت تاثير نمي ها است و از داده اين معيار در حقيقت برد پيراسته داده

IQR دهند كه عبارتند از  نمايش مي:IQR Q Q= −3 به ترتيب چاركهاي اول و سوم  Q3 و Q1كه در آن . 1
ژوهشگران از برخي پ. ها در آن قرار دارنداي است كه پنجاه درصد دادهبرد ميان چاركي طول بازه .هستند

Qكنند كه به صورت نيم برد ميان چاركي استفاده مي Q−3 1
  تعريف شده و انحراف چاركي نيز ناميده  2

برد ميان چاركي يك اندازه پراكندگي نسبي، كه ضريب تغيير چاركي نام دارد به صورت نسبت نيم. شودمي
Q، يعني به صورت 100ضرب در  Q3و Q1بر ميانگين Q

Q Q
−

×
+

3 1

3 1
  .  شود، تعريف مي100

  
  

ها از ميانگين اعداد را انحراف ميانگين قدرمطلق تفاوت هر يك از داده ):ميانگين انحراف(انحراف متوسط
  .هنددنمايش مي MDگويند و آن را با ميمتوسط 

  .ف متوسط با استفاده از روابط زير محاسبه ميگرددحراان

  هاي خامانحراف متوسط براي داده 
n

i
i

X X
MD

n
=

−
=
∑

1  

  انحراف متوسط براي جدول فراواني داراي رده
n

i i
i

f X X
MD

n
=

−
=
∑

1  

  انحراف متوسط براي جدول فراواني داراي طبقه با حدود
n

i i
i

f X X
MD

n
=

′ −
=
∑

1  

  مقدار انحراف متوسط را به دست آوريد؟ 8و  3، 4، 1، 5، 9هاي براي داده :20مثال

از اشتباهات محاسباتي استفاده از جدولي به مانند روبرو  پرهيزدر حل اينگونه مسائل بهترين راه براي : حل
  .است

 

/

i

i

x
x

n
x x

MD
n

= = =

−
= = =

∑

∑

30 56
14 2 26

  

iX X− iX X− iX  
4  4  9  
0  0  5  
4  4-  1  
1  1-  4  
2  2-  3  
3  3  8  
  جمع    14
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  براي جدول فراواني زير مقدار انحراف متوسط را به دست آوريد؟ :21ثالم

  

  

  

  
  

  

  هاي جدول زير مقدار انحراف متوسط را به دست آوريد؟براي داده :22مثال

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

i if X X− iX X− iX X− i if X if  iX 

4  4  4-  1  1  1  
1  1  1-  4  1  4  
0  0  0  30  6  5  
1  1  1  6  1  6  
4  4  4  9  1  9  
10      50  n   جمع  10=

i if X X′ − iX X′ − iX X′ −  i if X ′  iX ′  if  iX  

64  8  8-  16  2  8  4 – 0  
48  4  4-  72  6  12  8 – 4  
0  0  0  200  10  20  12 – 8  
48  4  4  168  14  12  16 – 12  
64  8  8  144  18  8  20 - 16  
  جمع  60    600      224

/

i i

i i

f x
x

n
f x x

MD
n

′
= =

′ −
= =

∑

∑

10

3 73
 

 جواب

i i

i i

f x
x

n
f x x

M D
n

= =

−
= =

∑

∑

5

1
 

 جواب
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 واريانس و انحراف معيار 

اندازه انحراف معيار به ما . تاس ،هاو يا جذر آن، انحراف معيار داده مفديدترين اندازه پراكندگي واريانس   
 دازه كم براي انحرف معيارِگويد كه مشاهدات تا چه مقدار در اطراف ميانگين آنها قرار دارند، يك انمي

ها در دامنه كوچكي حول ميانگين پراكنده ن واقعيت است كه دادهنشان دهنده اي ،هادادهاي از مجموعه
ا حول ميانگين پراكنده هتري است كه داده ده دامنه گستردهبيان كنن ،اند و بالعكس انحراف معيار بزرگ شده

و براي نمونه  σ متآن را با علا جامعهانحراف معيار ريشه دوم مثبت واريانس است كه براي . اندگرديده
σامعه به عبارت ديگر علامت واريانس در ج. دهندنشان مي S آن را با علامت Sو در نمونه 2 . است 2

  .روابط نيز استفاده مي شودهاي خام از  براي محاسبة واريانس با استفاده از داده

)  N واريانس جمعيت با اندازه )
N

i
i

X

N

μ
σ =

−
=
∑ 2

2 1  

)  n واريانس نمونه با اندازه )
n

i
i

X X
S

n
=

−
=

−

∑ 2

2 1
1  

)دليل تقسيم مجموع مربعات انحراف از ميانگين در نمونه بر   )n بر اساس خواص برآورد كردن  ،1−
  .استواريانس جمعيت به وسيله واريانس نمونه 

  مقدار واريانس را به دست آوريد؟ 1و  3، 7، 5، 9هاي براي داده :23مثال

( )
( ) ...( )

i

n

i
i

x
x

n

X X
S

n
=

= =

−
− + −

= = =
− −

∑

∑ 2
2 2

2 1

5

1 5 9 5 101 5 1

  

  

  :محاسبه واريانس در جدول توزيع فراواني

هبراي جدواول توزيع فراواني واريانس را از رابط
( )

n

i i
i

f X X
S

n
=

−
=

−

∑ 2

2 1
 و اگر طبقات داراي حدود باشند 1

iXاز نماينده طبقات يعني  iXدر رابطه بالا به جاي  : در اينصورت داريم. استفاده خواهيم كرد ′

( )
n

i i
i

f X X
S

n
=

′ −
=

−

∑ 2

2 1
1.  
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  قدار واريانس را به دست آوريد؟هاي جدول مقابل، مبراي داده :24مثال

  

  

  

  

   :پاسخ

  

  

  

Sگويند و براي نمونه آن را با همانطور كه قبلا نيز بيان كرديم به جذر واريانس انحراف استاندارد مي

S: ضي داريم كهبعبارت ريا. دهندنمايش مي S= 2  

/ن نمونه در مثال بالا انحراف استاندارد برابر است بابه عنوا /S = =4 8 2 19.  

  :خواص واريانس

 .ها صفر است و بالعكسها با هم برابر باشند، واريانس دادهاگر تمامي داده - 1
 

xS.ها مقداري مثبت استواريانس داده - 2 ≥2 0 

  
 . كندها عدد ثابتي را اضافه يا كم كنيم، واريانس تغييري نمياگر به داده - 3

  
 
 

ضرب  aشود آنگاه واريانس در مجذور) تقسيم(ضرب  aها در عدد ثابتي ماننداگر تمامي داده - 4
  .   خواهد شد) تقسيم(

  

  

  

i if X X′ −  iX X′ − 
iX X′ −  i if X ′  iX ′  if  iX  

36/19 84/4 2/2 8  2  4  3 - 1  
12/0 04/0 2/0 12  4  3  5 – 3  
24/3 24/3 8/1 6  6  1  7 – 5  
48/20 24/10 2/3 16  8  2  9 - 7  
  جمع  10    42   2/43

... n xx x x S= = = ⇔ =2
1 2 0 

i i y xY X a S S= ± ⇒ =2 2 

i i y x

i x
i y

Y aX S a S

X SY S
a a

= ⇒ =

= ⇒ =

2 2 2

2
2

2
 

/

( )
/

i i

i i

f x
x

n
f x x

S
n

′
= =

′ −
= =

−

∑

∑ 2
2

4 2

4 81
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 : يراتضريب تغي

گيري هاي مورد بررسي داراي واحد اندازهبراي مقايسه پراكندگي در دو جمعيت و يا دو نمونه اگر صفت
فرض كنيد در تحقيقي معدل . هاي واريانس و يا انحراف معيار استفاده نمودتوان از اندازه يكسان باشند مي

هاي ديپلم يا پراكندگي در ندگي در معدلبراي مقايسه پراك. ديپلم و دانشگاه و سن افراد مورد سؤال است
اما اگر بخواهيم پراكندگي سن را با پراكندگي . توان استفاده كردهاي دانشگاه، از اندازه واريانس ميمعدل

هاي واريانس و انحراف معيار به تنهايي نيست و لذا معدل دانشگاه مقايسه كنيم، امكان استفاده از اندازه
SCV رابطهسيله ضريب تغييرات كه به و

X
= ي به يهااي چنين مقايسهتوان برگردد را مي محاسبه مي 100×

كوچكتري باشد از پراكندگي كمتري برخوردار ضريب تغييرات اي كه داراي نمونه يا جمعيت .كار برد
و ها با ماهيت مختلف دهايسه دابريم و امكان مقگيري را از بين ميكار عملاً نقش واحد اندازه ا اينب. است

  .آوريميا واحدهاي متفاوت را فراهم مي
  

تومان و ميانگين حقوق  4300هزار تومان در ماه با انحراف معيار 180اگر ميانگين حقوق كارگران  :25مثال
  ضريب تغييرپذيري كدام دسته بيشتر است؟. تومان باشد 3200هزار تومان با انحراف معيار 160كارمندان 

/= × =
4300 100 2   ضريب تغييرات حقوق كارگران39180000

= × =
3200 100   ضريب تغييرات حقوق كارمندان2160000

  .در نتيجه حقوق كارگران از پراگندگي بيشتري برخوردار است

  در جدول فراواني زير ضريب تغييرپذيري را به دست آوريد؟ :26مثال

  

/

/ /
/ /

x
s

s

cv

=

=

= =

= × =

2
5
3 76
3 76 1 94
1 94 100 38 85

  

  

  

  

( )i if X X− 2 ( )iX X− 2  if iX 
16  16  1  1  
1  1  1  4  
0  0  6  5  
1  1  1  6  
16  16  1  9  
  جمع  10    34



٣.  

  رضا بهرامي: ويژه دانشجويان كارداني حسابداري                                                                                  مدرس  

  36                                                                         توصيف عددي مشاهدات                                    : فصل سوم                

  تقارن و چولگي

نداشته باشند ممكن است دو مجموعه داده از لحاظ گرايش به مركز و پراكندگي تفاوت چنداني با هم       
هاي ديگري براي از اين رو لازم است تا شاخص. ولي از نظر تقارن و چولگي با يكديگر متفاوت باشند

هاي نامتقارن نشان از داده دو نمونهدر شكل زير . معرفي شوند هاادهدگيري ميزان تقارن يا عدم تقارن اندازه
  .داده شده است

  
 ،)نرمال استاندارد(با ميانگين صفر و واريانس يك از يك توزيع متقارنها به ميزان انحراف توزيع داده 

براي تعيين مقدار و نوع انحراف از توزيع متقارن از شاخصي به نام ضريب . گويندچولگي يا كجي مي
حاسبه ضريب در ادامه چندين روش براي م. شوددهند، استفاده مينمايش مي SKچولگي كه آن را با 

بسته به مقدار ضريب چولگي ممكن است مقداري مثبت، منفي و يا صفر باشد كه . چولگي بيان خواهد شد
  .شودها مشخص ميآن نوع چولگي داده

SK   هايدر اين حالت توزيع داده ها متقارن و شاخص 0=

  .ميانه، ميانگين و مد بر هم منطبق هستند

 

SK     .ها چوله به راست هستندها نامتقارن و دادهدر اين حالت توزيع داده 0<

  

  

  

  

  

SK     .ها متقارن و داده ها چوله به چپ هستنددر اين حالت توزيع داده 0<

Mo Me X

X Me  Mo 

X Mo Me= = 
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  :هاضريب چولگي بر حسب چارك

توان ها را ميداشته باشيم، ضريب چولگي چارك هاي اول، دوم و سوم يك توزيع را در اختياراگر چارك 
  . به طريق زير محاسبه كرد

( ) ( )
( ) ( )
Q Q Q Q Q Q Qsk
Q Q Q Q Q Q

− − − − −
= =

− + − −
3 2 2 1 3 1 2

3 2 2 1 3 1

2  

Qهاي اول، دوم و سوم به ترتيب چارك اگر در يك مجموعه داده :27مثال =1 5 ،Q =2 Qو  9 =3 11 
  ها بحث كنيد؟ولگي چاركي را يافته و در مورد تقارن دادهباشند، ضريب چ

sk: حل + −
= = −

−
11 5 18 1

11 5 ها توان نتيجه گرفت كه دادهبا توجه به منفي شدن ضريب چولگي مي 3
  .نامتقارن بوده و چوله به چپ هستند

  

   :ضريب چولگي پيرسن

اگر . ريب چولگي پيرسن استض، هاداده گيري ميان تقارن يا عدم تقارنهاي اندازهيكي ديگر از شاخص
X ،ميانگين ،Mo ،نما ،Mdميانه و ، S دو  باشند، دو ضريب چولگي كه هر هاانحراف معيار داده

   .آيندبه دست به دست ميهاي زير منصوب به پيرسن است از رابطه

)  ضريب چولگي اول پيرسن )X Mosk
S
−

=  
)  ضريب چولگي دوم پيرسن )X Mdsk

S
−

=
3  

  

  .ها را به دست آوريددر جدول توزيع فراواني زير ضريب چولگي پيرسن و ضريب چولگي چارك :28مثال

/
/ ( ) /

/ /
/

/
/ /
/

x
s x Mdsk

ss
Md

Q
Q sk
Q

=⎧
⎪ = −⎪ ⇒ = = −⎨

= =⎪
⎪ =⎩

=⎧
⎪ = ⇒ = −⎨
⎪ =⎩

2

1

2

3

18 27
19 57 3 0 77

19 57 4 42
19 4

15 4
19 4 0 39
21 6

  

  

if حدود طبقات  
2  11 - 7  
3  15 - 11  
5  19 – 15  

10  23 – 19  
2  27 - 23  
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  )كشيدگي( برجستگي

متقارن با ميانگين صفر و واريانس يك  منحنييك ميزان كشيدگي يا پخي منحني فراواني را نسبت به 
 Sگشتاور مركزي چهارم و m4 فرض كنيد. نامندمي منحني ، برجستگي آن)نرمال استاندارد منحني(

mچون بر اساس خصوصيات توزيع فراواني نرمال استاندارد مقدار . انحراف استاندارد باشد
S

4
 3به عدد  4

نزديك است، معيار برجستگي را از رابطة 

( )
n

i
i

X X

m nk
S S

=

−

= − = −

∑ 4

1
4
4 43 بر حسب . ندآور به دست مي 3

تر يا پخ )ارتفاع بيشتر(تر مثبت يا منفي باشد منحني فراواني نسبت به منحني نرمال استاندارد كشيده kآنكه
kاكر . است )ارتفاع كمتر(   .نزديك صفر باشد، برجستگي منحني فراواني طبيعي است 

  
و كشيدگي به  انحراف استاندارد ،باطري اتومبيل اگر ميانگين، ميانه 100ل عمر در بررسي طو: 29مثال

  توان گفت؟  آن چه مي) نمودار هيستوگرام(بارة شكل توزيع در .باشدسال  - 75/1، 65/1 ،48/3 ،5/3 ترتيب

):با اطلاعات داده شده ضريب چولگي دوم پيرسون عبارتند از: پاسخ / / ) /
/

sk −
= =

3 3 5 3 48 0 360 65.   
ضريب  توجه به مقداربا . دباشبه راست مي ها كمي چولهاين منحني فراواني طول عمر باطريبنابر

  .استتر سبت به منحني نرمال استاندارد پخها ن اواني عمر باطريمنحني فربرجستگي 
  

  هاي استاندارد  داده  

تاندارد در مقايسة واحدهاي در اين بخش به معرفي يكي از كاربردهاي مفيد ميانگين و انحراف اس       
,فرض كنيد  .پردازيمبراي موضوعات مختلف مي جمعيت ,..., nx x x1  x اي با ميانگين متغيرهاي مشاهده 2

,هاي داده. باشند S و انحراف استاندارد ,....,i
i

x xz i n
s
−

= = 1 هاي داده .استاندارد نامندهاي  را داده 2
هاي  كاربرد داده. باشداستاندارد داراي ميانگين صفر و واريانس يك هستند و شكل توزيع آنها متقارن مي

  .تر است ندارد در مثال زير واضحاستا

و  15استاندارد   و انحراف 72موزشي در آزمون كامپيوتر داراي ميانگين آنمره كاركنان يك كلاس : 30مثال
و در  60در كامپيوتر  ياگر نمره فرد .است 20و انحراف استاندارد  50ن آزمون نگارش داراي ميانگيدر 

  در كدام موضوع بيشتر است؟ گاه معلومات فرد آن باشد، 35نگارش 
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اگر . مفهومي ندارند 35و  60اند، مقايسه اعداد  عمل آمده چون اين دو آزمون با مقياسهاي مختلف به: پاسخ
توان آنها را با  دو آزمون تقريبأ داراي منحني فراواني نرمال باشند، تنها بعد از استاندارد كردن ميهاي  نمره

  .هم مقايسه كرد

camputerz/                    نمره استاندارد فرد در آزمون كامپيوتر    −
= = −

60 72 0 815  

negareshz/ استاندارد فرد در آزمون نگارش                       نمره  −
= = −

35 50 0 7520  
  

negaresh، زيرا داريمبيشتر استفرد در آزمون نگارش  معلوماتبنابراين  computerz z>.  
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  مسائل

 .تعداد تصادفات ده روز در يك چهارراه به صورت زير است - 1
  .ها را به دست آوريدميانگين و نماي اين داده -الف
  .محاسبه كنيد ضريب تغييرات آنها را -ب
  

 .هاي زيرمحاسبه كنيدها را براي  دادهميانه و نماي داده - 2
  

  

 

و  5/20ميانگين جديد . ايمجمع كرده 3برابر كرده و با عدد  5هاي مربوط به يك مطالعه را داده - 3
 ميانگين و واريانس اوليه را به دست آوريد؟. است 100اريانس جديد و

 .دهدن تحت مطالعه را نشان ميز 25جدول زير سطح هموگلوبين در  - 4
  هموگلوبين در بين زنان چقدر است؟ ميانگين سطوح -الف
  ها را به دست آورده و تفسير كنيد؟ضريب چولگي داده -ب
  ها معلوم كنيد؟چارك سوم داده -ج
  واني تجمعي را رسم كنيد؟نمودار چند ضلعي فرا - د

در جدول زير واريانس، انحراف استاندارد، متوسط انحراف و ضريب  - 5
 تغيير پذيري را به دست آوريد؟

  حدود طبقات  فراواني
2  5  -  1  
7  9  -  5  
11  13   -  9  
16  17   -  13  
10  21   -  17  
4  25 -  21  

)ميانگين اعداد : باشد Aبرابر  iX4نگين اعداد اگر ميا - 6 ) ( ) ( )i i iX X X− + −4 8 4 چه         2
 مقدارخواهد بود ؟

) اگر - 7 )Var X = aXانجراف معيارباشد،  4 b+2                                                 كدام است ؟  
 شود ضريب تغييرات جديد برابر انحراف معيار سه برابر و ميانگين چهار مونه آماري اگردر يك ن - 8

  ؟       اوليه استچند درصد ضريب تغييرات 

  حدود طبقات  فراواني
4  9  -  7  
7  11   -  9  
11  13   -  11  
3  15   -  13  

4  3  0  2  3 3  1  3  0  1 

۴  ٣  ٠  ٣  ۴  ٣  ٢  ١  ١  ۵  ٣  ٣  ۴  ٠  ٢  ٢  ١  ۵  ٣  ١  ۴  ۵  ٢ 
٠  ٨  ٢  ١  ٢  ٢  ١  ١  ۵  ۴  ١  ١  ٧  ۴  ٣  ٢  ١  ۴  ۵  ٠  ٢  ٢
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x/ گرا - 9 = 2 4 ،/MD =0 48 ،CV = Moو  20 = ت اين توزيع نسب )چولگي(كشيدگي  .باشد 21
 ؟به توزيع نرمال چگونه است

نقطه . باشد 42و حد پايين طبقه دوم  35در يك جدول توزيع فراواني، اگر حد پايين طبقه اول  -10
 مياني طبقه سوم را به دست آوريد؟

  براي جدول توزيع فراواني روبرو مقدار ميانگين و انحراف متوسط را به دست آوريد؟  -11
9  6  5  4  1  iX  
 فراواني  1  1  6  1  1

 هاي جدول مقابل كدام است؟چارك اول داده -12

  حدود طبقات  فراواني
4  2  -  1  
3  3  -  2  
1  4  -  3  
2  5  -  4  

 را به دست آوريد؟ 1و  2، 3، 4، 5هاي ضريب تغييرپذيري داده -13

 16ارائه شده  اگر سهم كشور ايران در مقالات. مقاله ارائه شده است 200در يك كنفراس، تعداد  -14
 اي زاويه اندازه قطاع مربوط به ايران چقدر خواهد بود؟باشد، در نمودار دايره

 5/34و كوچكترين عدد  7، فاصله طبقات برابر10ها، اگر تعداد طبقات برابر بندي دادهدر دسته -15
 در كدام طبقه قرار دارد؟ 41آنگاه عدد . باشد
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 بوده قمارهاي ش رسمي احتمال از قرن هفدهم به عنوان متدي براي محاسبه شانس در بازيپيداي        
آزمايي ستان در رابطه با افسونگري و بختهاي احتمال شانس و تصادفي بودن از تاريخ بااگر چه ايده. است

ه علاوه مذهبي وجود داشته است و ب مراسمو بازيهاي شانسي و حتي در تقسيم كار بين راهبان در 
 اما بسيار .شودپزشكي و نجوم نيز يافت مي ،بيمه ،ها در مسائل حقوقايدهشواهدي از بكارگيري اين 

رابطه با استفاده از تقارني كه در هندسه بكار مي برده اند در  كه حتي يونانيان اثري از خود در عجيب است
پيشامدها را به سه دسته ارسطو  .اندشتهشد بجا نگذال شانس بائاحتمال يا اصولي كه حاكم بر مسا زمينه

  :نمودتقسيم مي

 .دنافتيشامدهاي قطعي كه لزومĤ اتفاق ميپ - 1
 .ندافتمالي كه در بيشتر موارد اتفاق ميپيشامدهاي احت - 2
 . دهندميشناسايي كه فقط با شانس محض رخ  بيني و غير قابلپيشامدهاي غير قابل پيش - 3

ال اعتقاد نداشته و فقط احتمال شخصي كه مربوط به درجه اعتقاد افراد اما ارسطو به تعبيرهاي مختلف احتم
هستند كه در اوايل قرن پاسكال و فرما اولي كساني  .دانسته استبه وقوع پيشامدهاست را معتبر مي نسبت

ئوري ان تل مربوط به بازيهاي شانسي را مورد مطالعه قرار دادند و اين دو نفر به عنوان بنيانگزارئهفدهم مسا
  .اندرياضي احتمال لقب گرفته

قبل از آنكه به بحث در مورد احتمال بپردازيم لازم است با برخي از مفاهيم و تعاريف اوليه احتمالات آشنا 
  .شويم

انجام دادن هر نوع فعاليتي كه به رسيدن نتيجه منجر شود، آزمايش نام دارد و آزمايش  :تصادفيآزمايش 
بيني توان معين نمود و فقط پيشآزمايش با قطعيت نمي ميجه آن را قبل از انجاتصادفي فرآيندي است كه نت
  .براي مثال تعداد شيرها در پرتاب دو سكه .گيرددر مورد نتيجه آن صورت مي

گويند و آن را مجموعه تمام حالات ممكن و متمايز يك آزمايش تصادفي را فضاي نمونه مي :فضاي نمونه
  .دهندنمايش مي Sبا 

}براي نمونه در پرتاب يك تاس فضاي نمونه به صورت  , , , , , }S = 1 2 3 4 5 و يا در پرتاب دو  .خواهد بود 6
}سكه فضاي نمونه به صورت , , , }S HH HT TH TT=است كه در آن حرفH  بيانگر شير يا روي سكه

  . بيانگر خط يا پشت سكه است Tو حرف

  ، فضاي نمونه را گسسته )متناهي يا نامتنهايي(قابل شمارش باشند Sاگر اعضاي  :فضاي نمونه گسسته
}. گويندمي , , , , , }S = 3 12 7 2 25 48  
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فضاي  ،نمايش دهيم Tگر زمان را بابراي مثال ا. اگر فضاي نمونه قابل شمارش نباشد :فضاي نمونه پيوسته
}نمونه  | }S T t= < <5   .يك فضاي نمونه پيوسته است 20

  .گويندمي) برآمد(را يك نقطه نمونه  Sهر يك از اعضاي :نقطه نمونه

,گويند و آنها را حروف بزرگ مياي از فضاي نمونه يك پيشامد به هر زير مجموعه :پيشامد , ,....A B C 
  .دهندنمايش مي

آن را يك پيشامد ساده و ) يك نقطه نمونه(اگر پيشامدي فقط يك عضو داشته باشد :پيشامد ساده و مركب
}براي مثال. گويندچنانچه بيش از يك عضو داشته باشد آن را پيشامد مركب مي }A HH=  يك پيشامد

}ساده و  , }B H H= يك پيشامد مركب است.  

را ) فضاي نمونه(Sنامند و پيشامد داده و آن را پيشامد غير ممكن مينمايش  ∅يا  {}پيشامد تهي را با 
  .دگوينپيشامند حتمي مي

گاه هيچ نقطه نمونه مشتركي را ناسازگار گويند هر Bو  Aدو پيشامد  ):جدا از هم(پيشامدهاي ناسازگار
A، به عبارت ديگر نداشته باشند B = ∅∩.  

}در پرتاب دو سكه فضاي نمونه به صورت: 1مثال , , , }S HH HT TH TT=  خواهد بود حال اگر دو
}را به صورت  Bو Aپيشامد }A HH=  و{ }B TT=  تعريف كنيم آنگاهA B = در نتيجه دو . ∩∅

  .پيشامد ناسازگار هستند

Aرا با  Bو  Aاجتماع دو پيشامد  :شامداجتماع دو پي B∪ دهد نمايش داده و فقط و فقط زماني رخ مي
}: در مثال قبل داريم. رخ دهند )يا هر دو( Bيا  Aكه  , }A B HH TT=∪.  

  

  

  

Aرا با  Bو  Aاجتماع دو پيشامد  :اشتراك دو پيشامد B∩ دهد نمايش داده و فقط و فقط زماني رخ مي
  .رخ دهندهم  هر دو با B و Aكه 

  

 

  

 

A  B 

A B∪ 

 

A
BA B∩
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}اشتراك دو پيشامد  :2مثال , , }A HH HT TH=  و{ , , }B HT TH TT= به صورت 
{ , }A B HT TH=∩ خواهد بود.  

Aاگر .پيدا مي كند يمعن )ي مرجعمجموعه( فضاي نمونه ، با تعريفپيشامدمتمم يك  :پيشامد متمم يك   
 باشد، متمم Sفضاي نمونهاز زير مجموعه  A  در  Sرا با نماد  CA Aيا  ′   شامل آن دهند و نمايش مي 

 است كه در فضاي نمونهاز  ييهاعضو Aپيشامد ، اعضاي فضاي نمونهتر اگر از به عبارت ساده. نباشندA 
 ماند رامي را برداريم ، آنچه باقي cA   .ناميممي 

Aبه زبان سورها متمم }به صورت زير تعريف مي شود   }|cA x S x A= ∈ ∉  :.  

  

  

  

  را به دست آوريد؟   cAرا آمدن دو شير تعريف كنيم آنگاه Aدر پرتاب دو سكه اگر پيشامد: 3مثال 

                         { , , , }
{ , , }

{ }
cS HH HT TH TT

A HT TH TT
A HH

=⎧
⇒ =⎨ =⎩

  

را  Cو پيشامد را به ترتيب پيشامد رخ دادن عدد زوج و فرد Bو  Aدر پرتاب يك تاس سالم اگر : 4مثال
S ،A ،B ،C ،Aرخ دادن عدد اول تعريف كنيم آنگاه،  B∩، A C∪ ،B C∩  وC   را تعيين كنيد؟ ′

{ , , , , , }
{ , , } { , , , , }

&
{ , , } { , }
{ , , } { , , }

S A B
A A C
B B C
C C

= =∅⎧ ⎧
⎪ ⎪= =⎪ ⎪
⎨ ⎨= =⎪ ⎪
⎪ ⎪ ′= =⎩ ⎩

1 2 3 4 5 6
2 4 6 2 3 4 5 6
1 3 5 3 5
2 3 5 1 4 6

∩
∪
∩

 

  :مفهوم احتمال

مفهوم عاميانه آن را كنيم به خوبي وقتي در زندگي روزمره از عباراتي همچون احتمال يا شانس صحبت مي
حال اگر اين اعداد . است از معني آن آگاه هستيم% 70گوييم كه احتمال برد تيم الف مثلاً وقتي مي .دانيممي

]را به اعدادي در بازه  ]. , هر چه اين عدد به صفر نزديكتر . ببريم، در اين صورت با احتمال سروكار داريم 1
در مفهوم كلي . ع آن كمتر و هرچه به يك نزديكتر باشد، امكان وقوع آن پيشامد بيشتر استباشد، امكان وقو

iكندنهايت ميل ميها به بياحتمال يعني حد فراواني نسبي، وقتي كه تعداد داده

n

fLim
n→∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

A 
A ′
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)عدد حقيقي ،Sفضاي نمونه   از Aپيشامدكه به هر  ،Pمانند است احتمال تابعي :ف احتماليتعر )P A  را
  .زير صدق كند  دهد كه در سه اصل معروف كلموگروفاي نسبت ميبه گونه

1 - ( )P S = 1 
)، مونهفضاي ن در Aبراي هر پيشامد  - 2 )P A≤ ≤0 1       
مجموع ها برابر با ازگار باشند آنگاه اجتماع پيشامدپيشامدهاي دو به دو ناس... ،A1 ،A2 ،A3اگر  - 3

): به عبارت رياضي داريم. ها خواهد بودپيشامد ) ( )i i
ii

P A P A=∑∪. 
  

  احتمال كلاسيك

 Aشانس باشند و تعداد حالات مساعد پيشامدهاي فضاي نمونه همچنانچه فرض كنيم كليه نقطه نمونه    
) را با )n A  و تعداد حالات ممكن فضاي نمونه را با( )n S ر اين صورت احتمال پيشامدنمايش دهيم دA 

)را كه با  )P A شوددهيم به صورت زير تعريف مينشان مي:    ( )( )
( )

n AP A
n S

= =.  

  را حساب كنيد؟ Aداحتمال پيشام. را آمدن يك شير تعريف كنيم Aدر پرتاب دو سكه اگر پيشامد: 5مثال

 :                                                            پاسخ
( )
( )

{ , , , }
{ , }

( )

S HH TH HT TT
A HT TH

n A
P A

n S

=
=

= =
2
4

       

  اي احتمالهاي پايهقضيه

ه اكنون چند قضي. از اين پس، مبناي همه تعاريف، سه اصل اصولي احتمال بيان شده در بالا خواهند بود
  .كنيمبيان ميبا استفاده از سه اصل اساسي احتمال اي احتمال را پايه

): داريم Aبراي هر پيشامد دلخواه : 1قضيه ) ( )cP A P A= −1.   

)اگر در پرتاب يك سكه، : 6مثال ) ({ }) /P A P H= = 0   :باشد، آنگاه 75

( ) ({ }) / /cP A P T= = − =1 0 75 0 25.  

): داريم ∅براي هر پيشامد تهي : 2قضيه )P ∅ = 0.  

Eاگر : 3قضيه F⊆ باشد، آنگاه( ) ( )P E P F≤ خواهد بود.  

):اه باشند داريمدلخو پيشامددو  Bو  Aاگر : 4قضيه ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B= + −∪ ∩  

 تعداد حالات مساعد
 تعداد كل حالات
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Aدو پيشامد ناسازگار باشند، يعني  Bو  Aاگر : تذكر   B = )، آنگاه∩∅ )P A B = در اين حالت . ∩0
): داريم ) ( ) ( )P A B P A P B= +∪.  

  ، زوج باشند؟هر دو عددمطلوب است محاسبه احتمال اينكه . كنيمبار پرتاب مي 2تاسي را : 7مثال
  :  كنيمرا مشخص مي فضاي نمونهابتدا  :پاسخ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ , , , , , ,..., , , , } & ( )S n S= = × =1 1 1 2 1 3 6 5 6 6 6 6 36  
  :تعريف كنيم داريم اينكه هر دو عدد زوج باشند،را پيشامد  Aاگر : الف

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )

( ) ( )
( )

, , , , , , , , , , , , , , , , ,

/

A n A

n A
P A

n S

= ⇒ =

= = =

2 2 2 4 2 6 4 2 4 4 4 6 6 2 6 4 6 6 9
9 0 2536

  

برابر احتمال آمدن خط باشد، احتمال آمدن شير را  2اگر احتمال آمدن شير . كنيماي را پرتاب ميسكه: 8مثال
  محاسبه كنيد؟

}فضاي نمونه پرتاب يك سكه به صورت : پاسخ },S H T= از اصل اول احتمال كلموگروف داريم. داريم :
( ) ( ) ( )P S P H P T= ⇒ + =1 ):از طرفي طبق صورت مسئله داريم. 1 ) ( )P H P T=   :در نتيجه. 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )&

P S P H P T P T P T P T

P T P H P T

= + = + = =

⇒ = = =

2 3 1
1 223 3  

مطلوبست . برابر احتمال آمدن عدد فرد باشد 2اگر احتمال آمدن عدد زوج، . كنيمتاسي را پرتاب مي: 9مثال
  محاسبه احتمال آمدن عدد زوج؟

تابع . خواهد بود a2در نظر بگيريم، آنگاه احتمال آمدن عدد زوج a اگر احتمال آمدن عدد فرد را: پاسخ
  :توان به صورت زير نوشتتوزيع احتمال را مي

6  5  4  3  2  1  
iX  

a2  a  a2  a  a2  a  ( )iP X  

  :كلموگروف داريم بنا بر اصل اول احتمال 
  

(: در نتيجه = 2
(فرد9 (P=   . P)زوج2

  
  :مطلوب است محاسبه احتمالات زير. شوددو سكه با هم انداخته مي: 10مثال
  احتمال  اينكه يك شير بيايد؟ -الف

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P S P P P P P P

a a a a a a a a

= + + + + +

= + + + + + = = ⇒ =

1 2 3 4 5 6
12 2 2 9 1 9
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  احتمال اينكه حداقل يك شير بيايد؟ -ب
  احتمال اينكه هر دو شير يا هردو خط بيايند؟ -ج
  احتمال اينكه حداقل يك شير يا حداقل يك خط بيايد؟ - د

}:     كنيمرا مشخص مي ي نمونهفضاابتدا : پاسخ , , , } & ( )S HH HT TH TT n S= = 4  
}: را پيشامد آمدن يك شير تعريف كنيم داريم Aاگر : الف , }A HT TH=  و( )n A = : در نتيجه داريم. 2

( )( )
( )

n AP A
n S

= =
2
4.  

}: را پيشامد آمدن حداقل يك شير تعريف كنيم داريم Bاگر : ب , , }B HH HT TH= و( )n B = در . 3

)       :نتيجه داريم )( )
( )

n BP B
n S

= =
3
4.  

  :د آمدن دو خط تعريف كنيم داريمرا پيشام Fرا پيشامد آمدن دو شير و  Eاگر : ج
( ) ( ) ( ) ( )

{ ] ( ) ( ) ( )
{ } ( ) ( ) ( )

P E F P E P F P E F
E HH n E n F n E F
F TT n S n S n S
E F

= + −
=⎧

= + −⎪ =⎨
⎪ =∅⎩ = + − =

1 1 0 2
4 4 4 4

∪ ∩
∩

∩
   

  .توانستيم به طور مستقيم نيز به صورت زير حل نماييممسئله بالا را مي: توجه

{ , }
( )( )

( )

E F HH TT
n E FP E F

n S

=

= =
2
4

∪
∪∪

  

  : يشامد آمدن حداقل يك خط تعريف كنيم داريمرا پ Kرا پيشامد آمدن حداقل يك شير و  Gاگر : : د

( ) ( ) ( ) ( )
{ , , ] ( ) ( ) ( )
{ , , } ( ) ( ) ( )

{ , }

P G K P G P J P G J
G HH HT TH n G n J n G J
K TT TH HT n S n S n S
G K TH HT

= + −
=⎧

= + −⎪ =⎨
⎪ =⎩ = + − =

3 3 2 14 4 4

∪ ∩
∩

∩
  

  .توانستيم به طور مستقيم به صورت زير حل نماييممسئله بالا را نيز مي

{ , , , }
( )( )

( )

G K HH HT TH TT
n G KP G K

n S

=

= = 1

∪
∪∪

  

توپي را به تصادف . اندگذاري شدهشماره 12تا  3هاي گوي است كه با شماره 10ظرفي حاوي : 11مثال
  پذير باشد؟بخش 4يا  3مطلوب است محاسبه احتمال اينكه عدد روي توپ بر . كنيمتخاب ميان
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تعريف كنيم  4پذير بودن عدد بر را پيشامد بخش Bو 3پذير بودن عدد بر را پيشامد بخشAاگر  :پاسخ
  : داريم

{ } ( )
{ } ( )
{ } ( )

{ } ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , ,..., , ,

, , , ,

, , ,

S n S

A n A

B n B

A B n A B

P A B P A P B P A B

= =

= =

= =

= =

= + − = + − =

3 4 5 11 12 10
3 6 9 12 4
4 8 12 3

12 1
4 3 1 6
10 10 10 10

∩ ∩

∪ ∩

  

  

 23و  24، 24، 25، 26، 26، 26، 27، 28، 29در بهمن ماه به صورت  چهار راه دهتعداد تصادفات : 12مثال
ها را انتخاب كنيم، مطلوب است محاسبه اگر به طور تصادفي يكي از از اين چهارراه. ثبت شده است
  :احتمالات زير

  تصادف باشد؟ 26احتمال اينكه اين چهارراه دقيقاً داري  -الف
  تصادف باشد؟ 25يا  24احتمال اينكه اين چهارراه داراي  -ب
تصادف  24تصادف باشد يا اينكه دقيقا داري  27كمتر از  اين چهارراه تعداد تصادفات احتمال اينكه -ج

  باشد؟
}: براي فضاي نمونه داريم: حل , , , , , , , , }S = 23 24 24 25 26 26 27 28 29  
  :داريم تعريف كنيمتصادف  26را پيشامد  Aاگر : الف

{ , , }
( )( )
( )

A
n AP A
n S

=

= =

26 26 26
3
10

  

  :تعريف كنيم داريمتصادف  24را پيشامد  Fتصادف و  25را پيشامد  Eاگر : : ب

{ }
{ , }

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

. /

E
F
E F
P E F P E P F P E F

n E n F n E F
n S n S n S

=
=

=∅
= + −

= + −

= + − =

25
24 24

1 2 0 310 10

∩
∪ ∩

∩

  

  :تعريف كنيم داريمتصادف  24را پيشامد  Kصادف و ت 27را پيشامد كمتر از  Gاگر : ج



۴.  

  رضا بهرامي: ويژه دانشجويان كارداني حسابداري                                                                                  مدرس  

  50                                                                                     احتمال                                    : فصل چهارم             

{ , , , , , , }
{ , }

{ , }
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

. /

G
K
G K
P G K P G P K P G K

n G n K n G K
n S n S n S

=
=

=
= + −

= + −

= + − =

23 24 24 25 26 26 26
24 24

24 24

7 2 2 710 10 10

∩
∪ ∩

∩

  

  

اگر شخصي در يك جايگاه بنزين توقف كند، احتمال آنكه لاستيك را مورد بازديد قرار دهد برابر : 13مثال
مال اينكه هر دو را با هم بازديد كند و احت 3/0و احتمال انكه روغن ماشين را مورد بازديد قرار دهد  5/0

  :گر فردي در جايگاه بنزين توقف كندمطلوب است محاسبه احتمال آنكه ا.است 12/0برابر 
  حداقل يكي از اين دو مورد را بازديد كند؟ -الف
  هيچكدام را بازبيني نكند؟ -ب

  :را پيشامد بازديد از روغن تعريف كنيم، داريم Bرا پيشامد بازديد از لاستيك و Aاگر  :پاسخ
)                     : الف ) ( ) ( ) ( ) / / / /P A B P A P B P A B= + − = + − =0 5 0 3 0 12 0 68∪ ∩  
  كنيم،براي حل اين قسمت از احتمال متمم استفاده مي: ب

 ) ( ) / /P A B= − = − =1 1 0 12 0 (هر دو را بازديد كند∩88 (P=   P)بازديد نكندهيچكدام را 1−
  
  

  :هاي شمارش و كاربرد آن در احتمالاتروش
، طبق فرمول احتمال، Aبراي محاسبه احتمال يك پيشامد دلخواه همانند كه در بخش قبل ديديم     
( )( )
( )

n Ap A
n S

هايي در مثال. و تعداد اعضاي فضاي نمونه داريم A، نياز به شمارش تعداد اعضاي پيشامد=
با نوشتن اعضاي فضاي نمونه و پيشامد  كه تاكنون ارائه كرديم بعلت كم بودن تعداد اعضا اينكار به راحتي

ها بزرگ باشند كاري بس مشكل و گاهي انجام اين كار زماني كه مجموعه. پذير بودانجام مورد نظر
براي رفع اين مشكل به دنبال يافتن روشي براي شمارش تعداد اعضاي پيشامدها و فضاي . رممكن استغي

در ادامه به تشريح آن خواهيم اصول شمارش ناميده شده و نمونه بدون نياز به نوشتن آن هستيم كه 
  .پرداخت

  

  

 nاگر براي انجام كاري دو طريق مختلف وجود داشته باشد و طريق اول را بتوان به: اصل جمع
توان كار را انجام حالت انجام داد، آنگاه تعداد كل حالاتي كه مي mالت و طريق دوم را بتوان به ح
nداد m+ حالت است. 
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توان با روش زميني را مي. دارد وايي وجوددو راه زميني و ه )ب(به شهر  )الف(ر براي رفتن از شه: 14مثال
توان با دو وسيله هواپيما و بالن طي كرد و مسير هوايي را ميسه وسيله اتوبوس، قطار و اتومبيل شخصي 

+ ،كلاً )ب(به شهر  )الف(در نتيجه طبق اصل جع براي رفتن از شهر . طي كرد =2 3   .روش وجود دارد 5

  

  

  

  

  
  
  

. راه وجود دارد C ،4به شهر  Bراه وجود دارد و از شهر  B ،5به شهر  Aشهر كنيد از فرض : 15مثال
×طبق اصل ضرب  Cبه شهر  Aآنگاه براي رفتن از شهر  =4 5   .راه وجود دارد 20

  
  
  
  
  
دانشجوي  5دانشجوي سال دوم،  4دانشجوي سال اول،  3اي مركب از ريزي دانشكدهكميته طرح: 16مثال
نفر و از هر كلاسي يك نفر  4اي كه در آن خواهيم زير كميتهمي. ال آخر استسدانشجوي  2ال سوم و س

  توان تشكيل داد؟چند زير كميته مي. مند تشكيل دهيشركت دار
×:   طبق اصل ضرب داريم: پاسخ × × =3 4 5 2 120   

  
كه بدانيم از هفت جاي در نظر گرفته توان ساخت در صورتيچند نمره پلاك اتومبيل مختلف مي: 17مثال

  شوند؟جاي بعدي با اعداد پر مي 4جاي اول با حرف و  3شده، 
,طبق اصل ضرب داريم : پاسخ ,...× × × × × × =26 26 26 10 10 10 10 175 760  

  
  توان نوشت؟در مثال بالا اگر تكرار مجاز نباشد چند پلاك مي: 18مثال
,: پاسخ ,...× × × × × × =26 25 24 10 9 8 7 78 624  

  

 اگر عملي به دو مرحله اول و دوم تقسيم شود و اگر در مرحله اول: اصل ضرب nو براي هر  ممكن طريق
 يب ياد شده، بهتواند با ترتمي آنگاه كل عمل در مرحله دوم وجود داشته باشد،حالت  m ،طرقيك از اين 

nmطريق انجام شود. 

 n1كار به طور همزمان انجام شوند و كار اول را بتوان به  Kاگر براي انجام عملي بايستي : تعميم اصل ضرب
...توان به حالت بتوان انجام داد، آنگاه كل كار را مي knام را به Kو كار  ....،n2حالت، كار دوم را به  kn n n1 2 

 .حالت انجام داد

 n1ل را بتوان بهطريق مختلف وجود داشته باشد و طريق او Kاگر براي انجام كاري: تعميم اصل جمع
حالت انجام داد، آنگاه  knام را بتوان به Kو طريق ....حالت انجام داد، n2حالت، طريق دوم را بتوان به 

...توان كار را انجام دادتعداد كل حالاتي كه مي kn n n+ + +1  .حالت است2
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  :8و  6، 5، 3با اعداد : 19مثال
  توان نوشت؟چند عدد سه رقمي بدون تكرار مي -الف

  
  توان نوشت؟چند عدد سه رقمي با تكرار مي -ب
  

  : 0و  9،4،5،1با اعداد: 20مثال
×عدد   توان نوشت؟    چند عدد سه رقمي بدون تكرار مي -الف × =4 4 3 48  
)توان نوشت؟    عددرقمي بدون تكرار مي 3چند عدد زوج  -ب ) ( )× × + × × =4 3 1 3 3 1 21  
×عدد توان نوشت؟      رقمي بدون تكرار مي 3چند عدد فرد  -ج × =3 3 3 27  
  

قاضي يك جلسه دو نفري تشكيل دهيم بطوريكه اعضاي  4دبير و  6بازرگان،  5خواهيم از بين مي: 21مثال
  توان تشكيل داد؟جلسه داراي مشاغل مختلف باشند، جلسه را به چند طريق مي

× :تعداد حالاتي كه جلسه شامل بازرگان و دبير باشد:      پاسخ =5 6 30  
×: تعداد حالاتي كه جلسه شامل بازرگان و قاضي باشد              =5 4 20  
×: تعداد حالاتي كه جلسه شامل قاضي و دبير باشد              =4 6 24   

+در نتيجه تعداد كل حالات برابر با  + =30 20 24   .ستا 74
  

  
  جايگشت

 اگر     , ,..., na a a1  عنوان به2 nشي متمايز باشند آنگاه كنار هم قرار گرفتن اين  n شي در يك رديف را يك
nنجايگشت از اي nبراي رديف كردن اين. گوييمشي مي    به شي كنار هم  nبراي قرار . مكان نياز است

 ،دادن اولين شي در خانه اول n n،دادن دومين شي در خانه دوم براي قرار .حالت انتخاب داريم  −1     
 قرار داردن يحالت انتخاب داريم و به همين ترتيب برا nنه امين شي باقي مانده در خاn 1) خرآخانه (ام 

 ترتيب بر طبق اصل ضرب براي قرار دادن اين به اين .حالت انتخاب داريم n شي در كنار هم در يك
 رديف ( ) ( ) ...n n n× − × − × ×1 2 1 .اباشد بكه برابر مي وجود دارد حالت  !n   

 با  برابر شي متمايز  nهاي به اين ترتيب تعداد جايگشت !nاست.  
  

  

  

  .نامندفاكتوريل ميnنمايش داده و آن را  n!را به صورتnتا1حاصلضرب اعداد صحيح مثبت از: فاكتوريل

!: داريم ( ) ( ) ...n n n n= × − × − × ×1 2 1.  

!.: كنيم كهتعريف مي != =1 1 

  2  =24طريق
× 3  × 4 

  

  4 ×  4 ×  4 =64طريق   
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  كتاب متفاوت را كنار هم در يك قفسه قرار داد؟ 5توان به چندطريق مي: 22مثال

=!: اق توضيحات داده شده جواب برابر است ببرطب: پاسخ × × × × =5 5 4 3 2 1 120  

 3كتاب رياضي،  4ها از اين كتاب. اي بچيندخواهد آنها را در قفسهكتاب دارد كه مي 10دانشجويي : 23مثال
  هايش را طوري مرتب كند كه خواهد كتاباو مي. كتاب تاريخ و يك كتاب زبان است 2كتاب شيمي، 

  چند آرايش مختلف امكان دارد؟. هاي مربوط به يك موضوع در كنار هم باشندكتاب

و يك كتاب زبان  2!كتاب تاريخ را به  2، 3!كتاب شيمي را  به  3، 4!توان به كتاب رياضي را مي 4: پاسخ
بنابراين تعداد . دارند 4!نوع كتاب نيز بين خودشان جايگشتي به اندازه  4و خود اين  توان چيدمي 1!را به 

)!ها برابر با كل جايگشت ! ! ! !)× × × =4 4 3 2 1   . خواهد بود 6912

  

 جايگشت با تكرار

ه در آن اشيا متمايز بودند اما گاهي ممكن است اي جايگشت توضيح داديم كر قسمت قبل در مورد گونهد
  ي را جايگشت باتكرار بررسي چنين حالات. نها از يك نوع باشندآ عدد از 3اين اشيا متمايز نباشند و مثلا 

. كنيمبيان مي حالات،رمولي براي محاسبه دهيم و سپس فروش محاسبه را توضيح مي با يك مثال. دكنمي
 و  دو بار 2يكبار، عدد  1 يعني عدد. اعداد چهار رقمي بسازيم 1،2،2،3ط با ارقام خواهيم فقفرض كنيد مي

تعداد اعداد برابر  متمايز و به غير صفر بودند بديهي است كه اگر اين چهار رقم. آمده باشد يكبار 3عدد 
با  .ستمتمايز در نظر گرفته ارا  2مورد ناخواسته دو عدد  شد ولي اصل ضرب در اينعدد مي 4=!24

 برابر مقدار محاسبه شده با 2!شويم كه تعداد حالات واقعي اين جايگشت حالات متوجه مي نوشتن تعداد

!به اين ترتيب تعداد حالات واقعي برابر .اصل ضرب است
!

4
2  اين ترتيب تعداد پس به .است  k شي از يك

 نوع، به اندازه !kشود ضرب محاسبه مي از كل حالات كه با اصل كنند كه بايدحالات اضافه توليد مي
  .برداشته شوند

  

چند آرايش مختلف با اين . پرچم آبي است 2قرمز و  پرچم 3پرچم سفيد،  4اي مركب از مجموعه: 24مثال
  رنگ يكسان باشند؟هاي همرتيكه پرچمتوان ساخت در صواند ميپرچم كه در يك خط آويخته شده 9

!: تعداد حالات برابر است با ،و فرمول ارائه شده بر طبق مطالب فوق :پاسخ
! ! !

=
× ×

9 12604 3 2  
حالت اضافي  2! آبي هايپرچم و 3!قرمز  هايپرچم و 4!سفيد،  هايدر اين سوال پرچم واضح است كه

    .حذف شوند 9!ني از حالات كل يع توليد مي كنند كه بايد
  

 اگر  nشي در اختيار داشته باشيم كه  n1،تا از نوع اول  n2دوم، تا از نوع  n3و....نوع سوم، تا از  kn تا
 از نوع kاي كهباشند به گونه ام  ... kn n n n+ + + =1  شي به  nناي2 !

! !... !k

n
n n n1 2

وانند تيطريق م

  .بوجود آمده است ها حذف حالات اضافيدر فرمول فوق علت تــقسيم.در كنار هم قرار بگيرند
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,حروف  استفاده از با: 25مثال , , , ,P E P P E R  توان حرفي بدون توجه به معني آن مي 6چند كلمه
  ساخت؟

خواهيم ار استفاده از رابطه جايگشت با تكرداريم و با  Eحرف  2و  Pحرف  3توجه به اينكه با : پاسخ
!كلمه      :داشت

! !
=

6 603 2   
  

كتاب ادبيات را در يك كتبخانه كنار هم  5كتاب فيزيك و  3كتاب رياضي، 4توان به چند طريق مي: 26مثال
  چيد؟
!:                           پاسخ

! ! !
=

12 277204 3 5.  

  
  
  

  

  

نفره تشكيل بدهيم كه به ترتيب، اولي  3اي هخواهيم كميته مينفر اعضاي هيات مدير 7از بين : 27مثال
  توان اين كار را انجام داد؟به چند طريق مي. مدير، دومي بعنوان معاون و سومي بعنوان منشي باشد

در نتيجه طبق . ئله اهميت داري پس با مسئله ترتيب مواجه هستيمچون ترتيب انتخاب در اين مس :پاسخ
): رابطه بالا داريم , )

!
!

P = =7 3
7 2104.  

  

  

  

  

  

توان به چند طريق مي. نفره تشكيل بدهيم 3اي خواهيم كميتهنفر اعضاي هيات مديره مي 7از بين : 28مثال
  اين كار را انجام داد؟

  :بترتي

nتايي از rتا برگزيده و از چپ به راست پهلوي هم بچينيم، آنرا يك ترتيب  rچيز متمايز، nهرگاه از  

)گويند و با چيز مي , )n rp شوداز رابطه زير محاسبه مي دهند ونمايش مي.         
 

( , )
!

( )!n r
nP

n r
=

−
  

  :تركيب
تايي را با هم يا يك به يك بدون توجه به ترتيب آنها برگزينيم، آن rچيز متمايز يك گروه nهر گاه از  

nگويند و آن را با چيز ميnتايي از اين rرا يك تركيب 
r

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

rيا  
nC و به صورت زير دهند نمايش مي

!. گرددمحاسبه مي
!( )!

r
n

n nC
r r n r

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ −⎝ ⎠
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چنانچه از مسئله مشخص است ترتيب انتخاب اعضا اهميتي ندارد بنابراين در اين مسئله با  تركيب : پاسخ

!: در نتيجه خواهيم داشت. ستيمروبرو ه
! !

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

7 7 353 3 4.  

  
توان زن تشكيل شده باشد مي 3مرد و  2مختلف كه از  تيمزن چند  7مرد و  5از گروهي مركب از : 29مثال

توان تشكيل مي تيمخودداري كنند، چند  تيمنفر از زنان با هم قهر باشند و از كار در يك  2تشكيل داد؟ اگر 
  داد؟

⎛مرد به صورت  5مرد از بين  2تعداد راههاي انتخاب : براي پاسخ به قسمت اول داريم كه: پاسخ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

5
و  2

⎛زن بصورت  7زن از بين  3تعداد راههاي انتخاب  ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

7
هايي پس طبق اصل ضرب تعداد كل گروه. باشدمي 3

!: توان تشكيل داد عبارتند ازكه مي !
! ! ! !

⎛ ⎞⎛ ⎞
= × =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

5 7 5 7 3502 3 2 3 3 را  گروهقسمت دوم يكبار براي پاسخ به . 4

: در نتيجه داريم. بدون حضور اين دو زن و يكبار تنها با حضور يكي از آنان تشكيل خواهيم داد
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2 5 2 5 5 3000 3 1 2 2.  

  
زمين به تصادف  2تا جو كاشته شده است،  2آنها گندم و در تاي  3زمين كشاورزي كه در  5از : 30مثال

  :مطلوب است. كنيمانتخاب مي
  احتمال اينكه در هر دو زمين گندم كاشته شده باشد؟ -الف
  احتمال اينكه در هر دو زمين جو كاشته شده باشد؟ -ب
  ؟احتمال اينكه در يكي گندم و در يكي جو كاشته شده باشد -ج

تا را به تصادف انتخاب ميكنيم چون ترتيب انتخاب  2ها زمين داريم و از اين زمين 5در مجموع  :پاسخ

)فضاي نمونه بر اساس اصل تركيب داراي . ها اهميتي نداردزمين )n S ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

5   . عضو است 102

نتخابي، از تايي ا 2احتمال اينكه در هر دو زمين گندم كاشته شده باشد بدين معني است كه در نمونه : الف
در نتيجه . هاي جو، هيچ زميني انتخاب نشودزمين را انتخاب كرده و از زمين 2زمين گندم بايستي  3بين 

):  داريم )( ) . /
( )

n Ap A
n S

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠= = =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 2
2 0 25

2

  

تايي انتخابي، از بين  2احتمال اينكه در هر دو زمين جو كاشته شده باشد بدين معني است كه در نمونه : ب
  :در نتيجه داريم. ، هيچ زميني انتخاب نشودگندمهاي و از زمين ر دو انتخاب شوندجو بايستي هزمين  2
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( )( ) . /
( )

n Bp B
n S

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠= = =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 2
0 2 15

2

.  

تايي  2احتمال اينكه در يكي گندم و در يكي جو كاشته شده باشد بدين معني است كه در نمونه : ج
در نتيجه . يز بايستي يكي انتخاب شوندزمين جو ن 2زمين گندم بايستي يك انتخا و از بين  3انتخابي، از بين 

)                                  : داريم )( ) . /
( )

n Cp C
n S

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠= = =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 2
1 1 65

2

.  

  
بعد از . شوندتا گرفته شده و پس از علامت گذاري رها مي 5گوزن دارد كه از آنها  20جنگلي : 31مثال 

دار باشند علامت گوزن گرفته شده 4از  گوزن 2احتمال اينكه . شودگوزن گرفته مي 20گوزن از  4مدتي 
  چقدر است؟

كنيم، پس تعداد اعضاي فضاي نمونه گوزن داريم و از آنها نمونه چهار تايي استخراج مي 20كلاً : پاسخ

):عبارت است از )n S ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

20 ستخراجي را وجود دو گوزن علامت دار در نمونه ا Aاگر پيشامد . 48454

ها نيز دو گوزن علامت دار بايستي دو گوزن  و از مابقي گوزن 5تعريف كنيم بدين معني است كه از بين 

): در نتيجه داريم. گوزن بايستي انتخاب شوند )( ) /
( )

n AP A
n S

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ×⎝ ⎠⎝ ⎠= = = =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

5 15
2 2 10 105 0 21620 4845

4

.   

-مي لامپ به تصادف انتخاب 2. لامپ آن معيوب است 4باشد كه عدد لامپ مي 10ظرفي حاوي : 32مثال

  : كنيم، مطلوب است محاسبه احتمال اينكه
  ها معيوب نباشند؟هيچكدام از لامپ -الف
  ها معيوب باشد؟يكي از لامپ -ب

):  پاسخ )n S ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

10 452  

  :را پيشامد اينكه معيوب بودن دو لامپ انتخاب شده تعريف كنيم داريم Aاگر : الف

( )

( ) ( )
( )

n A

n A
P A

n S

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇒ = = =

6 152
15 1
45 3

  

  :را پيشامد اينكه يكي از دولامپ انتخابي معيوب باشد تعريف كنيم داريم Bاگر : ب
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( )

( ) ( )
( )

n B

n B
P B

n S

⎛ ⎞⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⇒ = = =

6 4 241 1
24 8
45 15

  

  

  :احتمال شرطي

   Bبه شرط  Aداده است را احتمال شرطي رخ Bمشروط بر اينكه قبلاً پيشامد  Aاحتمال پيشامد 
)ناميم و آن را با مي | )P A B  كنيمو به صورت زير تعريف مي دهيممينمايش .  

  

  

: توان نوشتبا توجه به تعريف احتمال مي: توجه

( )
( ) ( )( )( | ) ( )( ) ( )

( )

n A B
P A B n A Bn SP A B n BP B n B

n S

= = =

∩
∩ ∩

  

احتمال اينكه . باشد 6هاي ظاهر شده اگر مجموع شماره. كنيميك جفت تاس را باهم پرتاب مي: 33مثال
  باشد، چقدر است؟ 2ها شماره يكي از تاس

باشد تعريف  2ها مجموع شماره را پيشامد اينكه Bباشد و  2ها پيشامد اينكه يكي از تاس را A: پاسخ
  كنيممي

{( , ), ( , ), ( , ), ( , )( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}
{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}

{( , ), ( , )}

( )( | ) . /
( )

A
B

A B

P A BP A B
P B

=⎧
⎪ =⎪
⎪ =⎨
⎪
⎪ = = =
⎪
⎩

1 2 2 2 3 2 4 2 5 2 6 2 2 1 2 3 2 4 2 5 2 6
1 5 2 4 3 3 4 2 5 1

2 4 4 2
2 36 45 36

∩

∩
  

  
دهد، مطلوبست احتمال را نشان مي 4ها عدد اگر بدانيم يكي از تاس. كنيمبار پرتاب مي 2تاسي را : 34مثال

  را نشان دهد؟ 3اينكه تاس ديگر عدد 
را نشان  3 ها عددتاسرا پيشامد اينكه  Bو  ن دهدرا نشا 4عدد ها را پيشامد اينكه يكي از تاس A :پاسخ
  :در نتيجه داريم. كنيمتعريف ميدهد، 

( )( | )
( )

P A BP A B
P B

=
∩
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{( , ), ( , ), ( , ), ( , )( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), , )}
{( , ), ( , ), ( , ), ( , )( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), , )}

{( , ), ( , )}

( )( | )
( )

B
A

A B

P A BP A B
P B

=⎧
⎪ =⎪
⎪ =⎨
⎪
⎪ = = =
⎪
⎩

1 4 2 4 3 4 4 4 5 4 6 4 4 1 4 2 4 3 4 5 4 6
1 3 2 3 3 3 4 3 5 3 6 3 3 1 3 2 3 4 3 5 3 6

3 4 4 3
2 236

11 1136

∩

∩
  

  
  
  
  

توان احتمال رخداد هم زمان دو اين قاعده مي به كمك. اين رابطه به قاعده ضرب احتمال موسوم است
  .دپيشامد را تعيين كر

  

  

   :قلال دو پيشامداست

در وقوع يا عدم وقوع  پيشامدها،وقوع يا عدم وقوع يكي از  ،هرگاهرا مستقل گوييم  Bو  Aدو پيشامد    
): به زبان رياضي داريم. ديگري تاثيري نداشته باشد | ) ( )P A B P A=.  

):  مستقل باشند داريم Bو  Aاگر  ) ( ). ( | ) ( ). ( )P A B P B P A B P A P B= =∩.  
  :در نتيجه  

 

  
، پيشامد اينكه در سكه Bپيشامد اينكه در سكه اول شير و، Aاگر .كنيمدو سكه سالم را پرتاب مي: 35مثال

  را بررسي كنيد؟ Bو  Aاستقلال . ظاهر شود، تعريف شوند دوم خط
        : خپاس

   

{ , , , }

{ , } ( )

( ) ( ). ( )
{ , } ( )

{ } ( )

S HH HT TH TT

A HH HT P A

P A B P A P B
B HT TT P B

A B HT P A B

=⎧
⎪
⎪ = ⇒ =
⎪⎪ ⇒ = =⎨

= ⇒ =⎪
⎪
⎪ = ⇒ =⎪⎩

1
2 11 42

1
4

∩

∩ ∩

      

  

)مستقلند    BوAدو پيشامد ) ( ). ( )P A B P A P B= ⇔∩ 

 مستقلند Bو  Aدر نتيجه 

              : قاعده ضرب احتمال ( )( | ) ( ) ( ). ( | )
( )

P A BP A B P A B P B P A B
P B

= ⇒ =
∩ ∩ 
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باشد  4را پيشامد اينكه تاس اول  Bو  6ها را پيشامد اينكه مجموع تاس Aدر پرتاب دو تاس، : 36مثال
  را بررسي كنيد؟ Bو  Aاستقلال . كنيمتعريف مي

  :پاسخ
{( , ),( , ),( , ),.....,( , ),( , )} ( )

{( , ),( , ),( , ),( , ),( , )} ( )

( ) ( ). ( )
{( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )} ( )

{( , )} ( )

S n S

A P A

P A B P A P B
B P B

A B P A B

= =⎧
⎪
⎪ = ⇒ =
⎪⎪ ⇒ = ≠ =⎨

= ⇒ =⎪
⎪
⎪ = ⇒ =⎪⎩

1 1 1 2 1 3 5 6 6 6 36
51 5 2 4 3 3 4 2 5 1 36 1 56 36 2164 1 4 2 4 3 4 4 4 5 4 6 36

14 2 36

∩

∩ ∩

  

  
اصابت  به هدف بو احتمال آنكه تير فرد  4/0كند برابر  اصابتبه هدف  الفاحتمال آنكه تير فرد : 37مثال

مطلوب است احتمال آنكه حداقل يك . كننداين دو نفر تيري به سمت هدف پرتاب مي. است 3/0كند برابر 
  تير به هدف اصابت كند؟

فرد الف به اينكه تير پيشامد اينكه  راBو اينكه تير فرد الف به هدف اصابت كند پيشامد  را Aاگر: پاسخ
  :با توجه به استقلال اين دو پيشامد داريم. هدف اصابت كند، تعريف كنيم

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
. / / /

/ / / /

P A B P A P B P A B

P A B P A P B

P A B

= + −

= = × =

⇒ = + − =

0 4 0 3 0 12
0 4 0 3 0 12 0 58

∪ ∩

∩

∪

  

  
    :قضيه بيز

, پيشامد nفرض كنيد ,..., nA A A1   :اي باشند كه داشته باشيمبه گونه 2

1 - ... nA A A S=1 2∪ ∪ ∪ 
,: دو به دو ناسازگار باشند، يعنيپيشامدها  - 2 , ,..., i ji j n A A∀ = =∅1 2 ∩ 

Bدر اين صورت براي هر پيشامد S⊂ داريم:  
  

 

 

 

 

 

 مستقل نيستند Bو  Aدر نتيجه 

)                      قضيه اول بيز   ) ( ) ( | )
n

i i
i

P B P A P B A
=

=∑
1

  

)              يه دوم بيز    ضق ) ( | )( | )
( ) ( | )

i i
i n

i i
i

P A P B AP A B
P A P B A

=

=

∑
1
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، A3ين درصد و ماش A2 ،25درصد و ماشين  A1 ،35ماشين  فرض كنيد در يك كارخانه توليدي،: 38مثال
A2درصد، ماشين  A1 ،2همچنين فرض كنيد كه ماشين. كننددرصد از كل توليدات كارخانه را توليد مي 40

اي به تصادف از بين توليدات قطعه. درصد از توليداتشان خراب است A3 ،5/1درصد و ماشين  2/1، 
  :مطلوب است. كنيمكارخانه انتخاب مي

  احتمال معيوب بودن قطعه انتخابي؟ -الف
  است؟ A2اگر قطعه انتخابي معيوب باشد با چه احتمالي متعلق به ماشين -ب

را پيشامد اينكه كالاي  iAاگر  .ستترين راه استفاده از نمودار ابراي حل اينگونه مسائل بيزي ساده :پاسخ
و در شكل  را پيشامد خراب بودن توليدات تعريف كنيم Bام تعلق داشته باشد و iانتخاب شده به ماشين 

  :داريم دهيم، آنگاهزير با قسمت هاشور خورده نمايش 
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   مسائل

مهره به تصادف انتخاب كنيم،  3اگر . مهره سبز است 8مهره آبي و  6ره قرمز، مه 5اي داراي جعبه - 1
 :الات زيرمطلوب است محاسبه احتم

  هر سه مهره همرنگ باشند؟ -الف
  هر مهره از يك رنگ باشد؟ -ب
  دو تا قرمز و يكي سبز باشد؟ -ج
  

دانشگاهي يك  3دبيرستاني و  4آموز راهنمايي، دانش 4آموز دبستاني، دانش 3از گروهي شامل  - 2
 :ملشا مطلوب است محاسبه احتمال اينكه اين گروه. شودنفري به تصادف انتخاب مي 4گروه 
  يك نفر از هر كلاس باشد؟ -الف
  آموز دبيرستاني باشد؟دانش 2آموز راهنمايي و دانش 2 -ب
  آموزان راهنمايي و دبيرستاني باشند؟فقط دانش -ج
  

-دو گلوله بدون جايگذاري از كيسه بيرون مي. گلوله سفيد است 4گلوله قرمز و  8اي شامل كيسه - 3

احتمال اينكه هر دو . استخراج هر گلوله در كيسه برابر باشداگر در هر استخراج احتمال . اوريم
 گلوله استخراج شده قرمز باشند چقدر است؟

 
گروهي كه مستعد : توان به دو گروه تقسيم كرداي بر اين باور است كه افراد را ميشركت بيمه - 4

دف با دهد كه يك فرد مستعد تصان شركت نشان ميآمارهي اي. تصادفند و گروهي كه نيستند
در صورتيكه اين احتمال براي فرد فاقد . تصادفي در يك دوره يكساله خواهد داشت 4/0احتمال 

 .اي مستعد تصادف هستنددرصد جامعه 30اگر فرض كنيم كه . يابدكاهش مي 2/0اين استعداد به 
  ؟احتمال اينكه يك بيمه گذار جديد در ظرف يك سال يك تصادف داشته باشد، چقدر است -الف
گذار جديدي در مدت يك سال تصادف داشته باشد، احتمال اينكه اين فرد مستعد اگر بيمه -ب

  تصادف باشد، چقدر است؟
  

. يك مهره به تصادف استخراج كنيم 12تا  1گذاري شده از مهره شماره 12اي شامل اگر از كيسه - 5
 باشد، چقدر است؟ 3يا  2احتمال اينكه مهره خارج شده مضرب 

. كنيممهره به تصادف انتخاب مي 2مهره زرد،  2مهره آبي و  3مهره سفيد،  5حاوي  اياز كيسه - 6
 :مطلوب است محاسبه احتمالات زير

  ا مهره آبي و يك مهره زرد باشد؟ -الف
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  هر دو مهره همرنگ باشند؟ -ب
 هر دو مهره همرنگ نباشند؟ -ج

 
  صادف و بدون جايگذاري خارج مهره به ت 4مهره سياه دارد،  4مهره سفيد و  6اي كه از كيسه - 7

 . كنيممي

  هاي خارج شده به تناوب سفيد و سياه باشد؟احتمال اينكه رنگه مهره -الف
  )از احتمال متمم حل كنيد: راهنمايي(هم رنگ نباشند؟استخراجي  مهره 4احتمال اينكه  -ب
  

تجربيات قبلي نشان . در بخش رايانه كتابخانه يك دانشگاه وجود دارند A3و  A1 ،A2سه پايانه  - 8
درصد  15و  A2درصد از پايانه  A1 ،40درصد از مراجعه كنندگان از پايانه  45دهد كه حدوداً مي

 12اي مشخص گرديد كه حدود نامهبا استفاده از اطلاعات پرسش. كننداستفاده ميA3از پايانه 
 A3درصد از پايانه  11و  A2درصد از پايانه  A1 ،4كنندگان از پايانه  درصد از مراجعان، از پاسخ

مطلوب است محاسبه . كنيمها را به تصادف انتخاب مينامهيكي از پرسش. دانناراضي بوده
 :احتمالات زير

  با چه احتمالي مراجعه كننده ناراضي بوده است؟ -الف
  بوده است؟ A1اگر مراجعه كننده ناراضي بوده باشد، با چه احتمالي اين نارضايتي از پايانه  -ب

بودن  2باشد، احتمال  7هاي ظاهر شده اگر مجموع تاس. كنيمبا هم پرتاب مي يك جفت تاس را - 9
 ها را به دست آوريد؟شماره يكي از تاس

لامپ را به طور تصادفي  2اند، عدد از آنها سوخته 6لامپ موجود است كه  27اي در جعبه -10
 وخته بودن هر دو لامپ چقدر است؟كنيم، احتمال ساز جعبه خارج مي

- كارت را به تصادف انتخاب مي 4. اندكارت درست تايپ شده 135كارت كتاب،  150ن از ميا -11

 احتمال اينكه همه آنها اشتباه تايپ شده باشند را به دست آوريد؟. كنيم

باشد،  39/2و ضريب تغييرپذيري حقوق كارمندان  43اگر انحراف استاندارد حقوق كارمندان  -12
 ميانگين حقوق آنان را به دست آوريد؟

}اگر -13 , , , , , , , , }S = 1 2 3 4 5 6 7 8 }و  9 , , , }A = 1 2 3 }و 4 , , , }B = 2 4 6 )باشد،  8 )P A B∪  و( )P B ′ 
 را محاسبه كنيد؟

 باشد را به دست آوريد؟ 9ها احتمال اينكه مجموع شماره. كنيميك تاس سالم را دو بار پرتاب مي -14

 4است، احتمال اينكه هر دو شماره كمتر از  6هادر پرتاب دو تاس اگر بدانيم كه مجموع شماره  -15
 باشد، چقدر است؟

نفر انتخاب  5توان يك نفر فرماندار، يك نفر شهردار و يك نفر بخشدار را از بين به چند طريق مي -16
 كرد؟



۴.  

  رضا بهرامي: ويژه دانشجويان كارداني حسابداري                                                                                  مدرس  

  63                                                                                     احتمال                                    : فصل چهارم             

اگر. دهدرخ مي Cيا A،Bبا انجام يك آزمايش تصادفي، تنها يكي از پيشامدهاي -17
( ) ( ) ( )P A P B P C= =2   را به دست آوريد؟ Cو A،Bهايباشد، آنگاه احتمال 3

  

  :دانشجوي دختر 4دانشجوي پسر و  5 اسامي به طور تصادفي از بين -18
  احتمال اينكه هر سه نفر پسر باشند چقدر است؟. داريممي اسم با جايگذاري بر 3 -الف            
  احتمال اينكه دو پسر انتخاب شود، چقدر است؟. داريمبرمي اسم يكجا 3 -ب            

  احتمال اينكه دو نفر اول دختر و. ميداريميگذاري براسم يكي پس از ديگري و بدون جا 3 -ج            
                                                                                               نفر سوم پسر باشد، چقدر است؟               

يك نفر به تصادف از اين جمعيت . در دست است نفري اطلاعات زير 100از يك جمعيت  -19
                                                         :كنيمانتخاب مي

  مرد است، احتمال اينكه ترك كرده باشد؟اگر بدانيم  -الف
  يگاري باشد؟احتمال اينكه يا زن باشد يا غيرس -ب

  
  
  
  

    زن  مرد
  سيگاري  5  25
  غير سيگاري  15  35
  ترك كرده  2  18
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  شود به تابعي از برآمد حاصل در مقبل خود برآمد هايي كه انجام ميدر اغلب آزمايش    
. خواهيم مجموع دو تاس را بدانيم تا مقادير هريك از آنها رامثلاً در پرتاب دو تاس اغلب مي. منديمعلاقه

، )5،2(، )2،5(، )6،1(، )1،6(مورد توجه ما باشد به برآمدهاي  7جموع به طور مثال ممكن است فقط م
هاي حاصل از و يا در پرتاب سكه ممكن است تعداد شيرها مدنظر باشد نه دنباله شير و خط). 3،4(، )4،3(

  .آزمايش

د، پس دهمي نسبت حقيقي عدد يك نمونه فضاي از نقطه هر به كه است تابعي تصادفي متغير :متغير تصادفي
X:: تابعي است از فضاي نمونه به مجموعه اعداد حقيقي، Xمانند  ايمتغير تصادفي S R→.  

,... مانند بزرگ حروف با معمولاً تصادفي متغيرهاي  , ,Z Y Xحروف با آن مقاديرو  شودمي داده نمايش 

  . شوداده مينظير نمايش د كوچك

}دانيم مي. كنيمدو سكه را همزمان پرتاب مي: 1مثال , , , }S HH TH HT TT= . با تعريف متغير تصادفي
X دهدعضاي نمونه نسبت ميرا به ا 2، 1، 1، 0ترتيب مقادير  بعنوان تعداد شيرها در آزمايش، به.  

  :دهستنتصادفي بر دو نوع  هايمتغير

 شمارش يانامحدود محدود مجموعه آن، ممكن مقادير جميع كه گويند را متغيري :گسسته تصادفي متغير

  .باشد داشته وجود مشخص احتمال يك نظير به نظير متغيرها، اين از يك هر براي و دهد تشكيل پذير

 يا حقيقي عدادا تمامي مجموعه آن، ممكن مقادير جميع كه گويند را متغيري :پيوسته تصادفي متغير

  .باشد ناپذير شمارش آن نظير مجموعه بهتر گفته به يا باشد، حقيقي اعداد مجموعه از هاييفاصله 

  احتمال  تابع

كند بلكه بايستي بدانيم ، چه مقاديري را اختيار ميXدر عمل نه تنها بايد بدانيم كه متغيري تصادفي مانند 
 . كندرا با چه احتمالي اختيار ميكه اين مقادير 

 احتمال تابع كرد را مشخص تصادفي متغير ممكن مقادير از يك هر احتمال آن از استفاده با بتوان كه تابعي به

   تعريف متفاوت طور به احتمال تابع پيوسته و متغيرهاي گسسته مورد در. شود مي گفته احتمال توزيع يا
  . ه بررسي متغيرهاي تصادفي گسسته خواهيم پرداختما در اين كتاب تنها ب .شودمي
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  :تابع احتمال گسسته

 فرمولي يا جدول حال، .كندمي اختيار معين احتمالي با را خود مقادير از يك هر گسسته تصادفي متغير يك 

 با ار آن و ناميده احتمال تابع دهد نشان مربوطهاي هاحتمال با همراه را تصادفي متغير مقادير تمام كه
..., ( ), ( )g x f x احتمال توزيعتابع  را احتمال تابع باشد، گسسته تصادفي متغير كه حالتي در. مدهيمي نشان 

)و به صورت  اميمنيم ) ( )i if x P X x=   .شودتعريف مي =

  :يك تابع توزيع احتمال بايستي در دو شرط زير صدق كند

1 - ( )i ix P X x∀ = ≥0 

2 -  ( )
n

i
i

P X x
=

= =∑
1

1. 
  

)آيا تابع : 2مثال ) , , ,xf x x−
= =

1 0 1 2   ، يك تابع توزيع احتمال است؟35

xزيرا براي مقداري . يك تابع توزيع احتمال نيت: پاسخ ): داريم 0= )f −
=

10 كه در شرط اول صدق . 5
  .كندنمي

  

را تعداد شيرها در اين سه پرتاب تعريف Xكنيم، اگر متغير تصادفيمرتبه پرتاب مي اي را سهسكه: 3مثال
  را به دست آوريد؟ Xكنيم، تابع توزيع احتمال 

}دانيم كه در اين آزمايش مي: پاسخ , , , , , , , }S HHH HHT HTH THH HTT THT TTH TTT= تابع ،
  :را به صورت زير داريم Xاحتمال 

3  2  1  0  X  
18 3 8 3 8 18 ( ) ( )f x P X x= = 

  .تابع احتمال برقرار است توجه داشته باشيد كه در تابع احتمال بالا هر دو شرط 
  

  .را چنان بيابيد كه جدول زير يك تابع توزيع احتمال باشد kمقدار : 4مثال
4  3  2  1  X  

. / 3 . / 3 k −2 1 . / 2 ( ) ( )f x P X x= = 
):                         پاسخ ) . / . / . / . /if x k k= ⇒ + − + + = ⇒ =∑ 1 2 2 1 3 3 1 6  
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  :تابع احتمال توام

  تاحالا با فضاهاي نمونه يك بعدي و متغيرهاي تصادفي مربوط به اين فضاها آشنا شديم، ولي     
توان ين نتيجه خواهند داشت و يا اينكه ميهاي زيادي وجود دارند كه به طور همزمان دو يا چندآزمايش

  :براي مثال. روي يك فضاي نمونه متغيرهاي متفاوتي تعريف كرد

 .مجموع دو تاس  Yتعداد تاس هاي زوج آمده وXدر پرتاب دو تاس،  - 1
 .تعداد فرزندان دختر  Yتعداد فرزندان پسر و Xفرزندي،  4در يك خانواده  - 2
  . معدل آنها Yضريب هوشي و Xدر يك كلاس آمار، - 3

اگر بخواهيم رفتار چند متغير را به طور همزمان بررسي كنيم، بايد تابع احتمالي در دست باشد كه  
  .گويندبه چنين تابعي، تابع احتمال توام مي. الات رخ دادن همزمان چندين متغير را توليد كنداحتم

)دو متغير تصادفي باشند، تابع احتمال توام آنها را علامت تابعي  Yو Xاگر , )f x y در . دهندنمايش مي
)هر دو گسسته باشند، Yو  Xي كه حالت , )f x y نامندمي توزيع توام تابع را.  

     

  

  

حال اين سوال مطرح است كه اگر توزيع احتمال توام دو يا چند متغير تصادفي معلوم باشد، آيا مي توان 
. متغيرها را به صورت جداگانه حساب كرد؟ جواب اين سوال همواره مثبت استتوزيع هر كدام از اين 

توان تابع احتمال هر يك از متغيرهاي بدين معني كه با در دست داشتن تابع احتمال توام، همواره مي
  .تصادفي را پيدا كرد

  

  :ايتوزيع احتمال حاشيه

)دو متغير تصادفي با تابع احتمال توام Yو Xاگر  , )f x y  هر يك از متغيرهاي باشند، آنگاه تابع احتمال
  :اي ناميده شده و به صورت زير محاسبه مي شوندتابع احتمال حاشيه Yو Xتصادفي 

( ) ( , )

( ) ( , )
y

x

f x f x y

f y f x y

⎧ =
⎪
⎨

=⎪
⎩

∑

∑
  

               

                توام احتمال خصوصيات تابع توزيع

( )

) ( , )
) ( , )

) ( , ) ,
x y

f x y
f x y

f x y P X x Y y

≥

=

= = =

∑∑
1 0
2 1

3
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  :در تابع داده شده در زير، مطلوب است: 5مثال
  .ع مقابل يك تابع احتمال توام باشدرا چنان بيابيد كه تاب m -الف
  .نشان دهيدرا در قالب يك جدول  Yو Xتوزيع توام متغيرهاي تصادفي  -ب
)-ج , )P X Y≥ =1   .را به دست آوريد 1
  .را معلوم كنيد Yو Xاي توابع احتمال حاشيه - د

  : پاسخ
  :در يك تابع احتمال توام بايستي مجموع احتمالات برابر يك باشد، پس داريم: الف

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
y x

f x y f f f f f f

m mm m m m m

= =

= + + + + + =

= + + + + + = ⇒ =

∑∑
2 2

1 0
0 1 0 2 1 1 1 2 2 1 2 2

3 12 3 12 2 9

  

mاگر =
1
  :را در رابطه بالا قرار دهيم، تابع احتمال توام به صورت روبرو خواهد شد 9

                                                                              
( , )

, ,
,

xf x y
y

X
Y

+⎧ =⎪
⎪⎪ =⎨
⎪ =⎪
⎪⎩

1
9

0 1 2
1 2

  

  :          ب

2  1  0    
3
9  2

9  1
9  1  

3
18  2

18  1
18  2  

                                                

)                             : ج , ) ( , ) ( , )P X Y f f≥ = = + = + =
2 3 51 1 1 1 2 1 9 9 9              

  

  : د 

  

  
                                        

2  1  0  X  
9

18  6
18  3

18  ( )f X  

2  1  Y 
6

18  12
18  ( )f Y  

X
Y



۵.  

  رضا بهرامي: ويژه دانشجويان كارداني حسابداري                                                                                  مدرس  

  69                                                           ل                                     متغيرهاي تصادفي و تابع احتما: فصل پنجم              

شخصي به . قرص مسكن مفروض است 2قرص خواب آور و  2قرص آسپرين،  3شيشه اي حاوي : 6مثال
، Yهاي آسپرين و ، معرف تعداد قرصXاگر فرض كنيم. كندتصادف دو قرص از اين ظرف خارج مي

  :مطلوب است. معرف تعداد قرص خواب آور باشد
  ؟  Yو  Xبراي دو متغير تصادفي توزيع احتمال توام  -الف
  ؟ Yو Xتوزيع هاي حاشيه اي  -ب

  : پاسخ
  :يع احتمال به صورت جدول زير خواهد بودنمايش تابع توز

( )f y 2  1  0    
10
21  3

21  6
21  1

21  0  

10
21  0  6

21  4
21  1  

1
21  0  0  1

21  2  

1  3
21  12

21  6
21  ( )f x  

  :براي مثال. كنيماستفاده مي تركيب براي محاسبه هر يك از مقادير اين جدول، از

( , )

( , )

f

f

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ = =
⎪ ⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =⎪

⎛ ⎞⎪
⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

3 2 2
0 0 2 10 0 7 21

2
3 2 2
2 0 0 32 0 7 21

2

  

)توجه داشته باشيد كه براي  , )f 2 )يا  1 , )f 2 ستخراجي ، چون مجموع دو مقدار بيشتر از تعداد نمونه ا2
  .احتمال آن برابر صفر است ،كه بنا بر تعريف ،باشدپس يك پيشامد غيرممكن مي. است 2يعني 

  

  :مطلوب است محاسبه. توزيع احتمال توام زير را در نظر بگيريد: 7مثال
) -الف )P X = 2        .  
) -ب )P X Y>.  
) -ج , )P x Y= ≥4 3.  

  : پاسخ

Y X

۵  ١  ٣    

٢  ١/٠  ٢/٠  ١/٠  

١۵/١  ٣/٠  ٠۵/٠  ۴  
 

X
Y 
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       : الف

 

( ) ( , ) ( , ) ( , )
/ / / /

P X P x y P x y P x y= = = = + = = + = =
= + + =

2 2 1 2 3 2 5
0 1 0 2 0 1 0 4  

)          :            ب ) ( , ) ( , ) ( , ) / / / /P X Y P P P> = + + = + + =2 1 4 1 4 3 0 1 0 15 0 3 0 55  

)                             :     ج , ) ( , ) ( , ) / / /P X Y P P= ≥ = + = + =4 3 4 3 4 5 0 3 0 15 0 45  

  

   :مطلوب است محاسبه. توزيع احتمال توام زير را در نظر بگيريد :8مثال
) -الف )P X = 1     
) -ب )P X > 1  
)-ج )P Y < 2  
)- د )P X Y<.  

  :پاسخ
)            :الف ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,

y

P X f x Y y f f f= = = = = + + = + + =∑ 4 2 3 91 1 1 1 1 2 1 3 15 15 15 15  

):                                                                           ب ) ( )P X p> = ∅ =1 0    
):                   ج ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,

x
P Y P Y f X x f f< = = = = = + = + =∑ 1 4 52 1 1 0 1 1 1 15 15 15  

              :                            د
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,P X Y f f f f f< = + + + +

= + + + + =

0 1 0 2 0 3 1 2 1 3
1 3 2 2 3 11

15 15 15 15 15 15
  

  

  

  :تابع احتمال شرطي توام

)دو متغير تصادفي با تابع احتمال توام  Yو Xاگر , )f x y اي هاي حاشيهو توزيع( )f x  و( )f y  ،باشند
Y در صورتيكه Xتابع احتمال شرطي متغير تصادفي  y= داده شده باشد، احتمال شرطيX  به شرط

Y y=  خوانده شده و به صورت( | )f X Y y= شود و عبارت است ازينشان داده م:  

( , )( | ) ( )
( )

f x yf X Y y f y
f y

= = >0.  

3  2  1    
215  315  115  0  
315  215  415  1  

Y 
X 
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Xدر صورتيكه  Yبه همين ترتيب تابع احتمال شرطي متغير تصادفي x= داده شده باشد، احتمال شرطي
Y  به شرطX x=  و به صورت خوانده شده( | )f Y X x= شود و عبارت است ازنشان داده مي :

( , )( | ) ( )
( )

f x yf Y X x f x
f x

= = > 0.  
  

  :براي تابع توزيع توام داده شده در زير، مطلوب است محاسبه: 9مثال
) -الف )|f X y = 1.        
) -ب )|f Y x = 2  
) -ج )P X ≤ 1  

        :الف
                                                                    

  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

, ( , )|
/

, /|
/

, /|
/

, /|
/

f X f Xf X y
f y

f
x f x y

f y

f
x f x y

f y

f
x f x y

f y

= = =
=

= = = = = =
=

= = = = = =
=

= = = = = =
=

1 11 1 0 5
0 1 0 1 10 0 1 1 0 5 5
1 1 0 1 11 1 1 1 0 5 5
2 1 0 3 32 2 1 1 0 5 5

  

                  :ب

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

, ( , )|
/

, /|
/

,
|

/

, /|
/

f Y f Yf Y x
f x

f
y f y x

f x

f
y f y x

f x

f
y f y x

f x

= = =
=

−
= − = − = = = =

=

= = = = = =
=

= = = = = =
=

2 22 2 0 4
2 1 0 1 11 1 2 2 0 4 4

2 0 00 0 2 02 0 4
2 1 0 3 31 1 2 2 0 4 4

  

):                      ج ) ( ) ( ) / / /P X P x P x≤ = = + = = + =1 0 1 0 4 0 2 0 6             

  

  

  

1  0  1 -    
1/0  2/0  1/0  0  
1/0  1/0  0  1  
3/0  0  1/0  2  

2  1  0  X 
3
5  1

5  1
5  ( )|f X y = 1 

2  1  0  Y 
3
4  0  1

4  ( )|f Y x = 2 

Y 
X 
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  را بررسي كنيد؟  Yو Xتابع توزيع توام زير داده شده است، استقلال: 10مثال
2  1    
1
4  1

4  1 -  
1
4  1

4  0  

   .اي آنها را به دست آوريمبراي برسي استقلال دو متغير تصادفي ابتدا بايستي توزيع حاشيه: پاسخ 
  
  
  

  

  

)حال بايستي درستي رابطه  , ) ( ) ( )f x y f x f y= ي تمامي مقادير موجود بررسي كنيمرا برا.  

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

f f f

f f f

f f f

f f f

⎧ − = − ⇒ = ×⎪
⎪
⎪ − = − ⇒ = ×⎪
⎨
⎪ = ⇒ = ×
⎪
⎪
⎪ = ⇒ = ×
⎩

1 2 21 1 1 1 4 4 4
1 2 21 2 1 2 4 4 4

1 2 20 1 0 1 4 4 4
1 2 20 2 0 2 4 4 4

  

  .اندمستقل  Yو Xچون اين رابطه براي تمامي مقادير برقرار است در نتيجه 

  

  
  
  

( )f Y 2  1    
2
4  1

4  1
4  1 -  

2
4  1

4  1
4  0  

1  2
4  2

4  ( )f X  

  : استقلال دو متغير تصادفي

)دو متغير تصادفي با تابع احتمال توام  Yو Xاگر  , )f x y هاي و توزيع
)اي حاشيه )f x  و( )f y  ،آنگاهباشندX وY  را از لحاظ آماري مستقل

)گوييم اگر و تنها اگر براي هر  , )x y داشته باشيم :( , ) ( ). ( )f x y f x f y= 

X
Y

Y 
X
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  را بررسي كنيد؟  Yو Xتابع توزيع توام زير داده شده است، استقلال: 11مثال
  
  

  
  
  
  

)مستقل باشند بايستي رابطه Yو Xبراي اسنكه دو متغير: پاسخ , ) ( ) ( )f x y f x f y=   براي تمامي
در . ير برقرار نيستولي در تابع چگالي داده شده اين رابطه براي تمامي مقاد .مقاديري ممكن برقرار باشد

)بعنوان مثال براي نقطه . مستقل نيستند  Yو Xنتيجه  , )0 ): داريم 0 , ) ( ) ( )x yf f f≠ × ⇒ ≠
1 20 0 0 0 03 3   

  

  .ده شده زير را در نظر بگيريدجدول توزيع احتمال دا: 12مثال
  اند؟        مستق  Yو Xآيا -الف

) - ب  )|f X y = 2.  
)-ج )P X = 3.  
)- د )P X Y> .  

):          مستقل نيستند، زيرا Yو X: الف ) ( ) ( ), / . / / /f f f= ≠ = × =1 0 0 1 1 0 0 4 0 2 0 8    
  : ب

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

, ( , )|
/

, /|
/

, /|
/

,
|

/

f X f Xf X y
f y

f
x f x y

f y

f
x f x y

f y

f
x f x y

f y

= = =
=

= = = = = =
=

= = = = = =
=

= = = = = =
=

2 22 2 0 5
1 2 0 3 31 1 2 2 0 5 5
3 2 0 2 23 3 2 2 0 5 5
5 2 05 5 2 02 0 5

  

       :ج
     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , / / /

y

P x f x Y y f f f= = = = = + + = + + =∑3 3 3 0 3 2 3 4 0 0 2 0 1 0 3  
  : د

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,
/ / / / /

P X Y f f f f f f> = + + + + + =

= + + + + + =

1 0 3 0 3 2 5 0 5 2 5 4
0 1 0 0 2 0 1 0 0 2 0 7

  
  

( )f Y 1  0  1 -    
2
3  1

3  0  1
3  0  

1
3  0  1

3  0  1  
1  1

3  1
3  1

3  ( )f X  

4  2  0    
0  3/0 1/0  1  
1/0 2/0 0  3  
2/0 0  1/0  5  

5  3  1  X 

0  2
5  3

5  ( )|f X y = 2 

Y 
X

Y 
X 
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  :وزيع تجمعيتتابع 

]آن بازه  بردكه  و يكنواخت تابع توزيع تجمعي تابعي است صعودي     , ]0 متغير بوده و احتمال آنكه  1
):يدهد، يعن باشد را نشان مي Xتر از  داراي مقداري كوچك Xتصادفي ) ( )F x P X x= ≤.  

)يك متغير تصادفي گسسته با تابع توزيع احتمال  Xاگر )f x باشد آنگاه:( ) ( ) ( )
t x

F x P X x f t
<

= ≤ =∑  

  .تابعي صعودي و يكنواخت خواهد بود ،F،تابع توزيع تجمعي: توجه
  

روز يكي از مناطق شهري را به صورت  50اي اصلاعات مربوط به تعداد تصادفات در شركت بيمه: 13مثال
  :                             آوري كرده استزير جمع

  تابع احتمال را تعيين كنيد؟                                -الف
  تابع توزيع را تعيين كنيد؟ -ب
  احتمال اينكه در يك روز كمتر از سه -ج
  تصادف رخ داده باشد، چقدر است؟ 

  
  :را تعداد تصادفات تعريف كنيم، داريم Xاگر متغير تصادفي : پاسخ
  :  الف

4  3  2  1  0  X  

1/0  14/0  16/0  4/0  2/0  ( )P X x=  

      :  ب
4 3  2  1  0  X  

1 90/0 76/0 6/0 2/0 ( ) ( )F X P X x= ≤  

  
):       پ ) ( ) ( ) ( ) ( ) / / / /P X P X P X P X P X< = ≤ = = + = + = = + + =3 2 2 1 0 0 2 0 4 0 16 0 76                

  

  

  

  :خواص تابع توزيع تجمعي

): تابع توزيع تجمعي كميتي غير منفي است، يعني - 1 )F X ≥ 0 

aيعني براي هر . است نزوليغير  تابع توزيع تجمعي، تابعي - 2 b< داريم :( ) ( )F a F b≤ 

  تعداد تصادفات  تعداد روزها
10  0  
20  1  
8  2  
7  3  
5  4  
  جمع  50
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):                        همواره - 3 ) ( )
( ) ( )

x

x

Lim F X F
Lim F X F

→+∞

→−∞

= +∞ =⎧
⎨ = −∞ =⎩

1
0 

4 -  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

P a X b P X b P X a F b F a
P X a F a F a−

< ≤ = ≤ − ≤ = −⎧
⎨

= = −⎩
    

)تابع  - 5 )F X در تمام نقاط از سمت راست پيوسته است.              

      

) با توجه به جدول احتمال مقابل مطلوب است: 14مثال )F     ؟5

4  2  1  0  1 -  X  

4/0  k  1/0  2/0  1/0  ( )f x  

)پيدا كنيم، از خاصيت  را kابتدا بايد مقدار مجهول : پاسخ  )f x =∑   .كنيماستفاده مي 1

( ) / / / / /

( ) ( ) / / / / /
x

f x k k

F f x
∀ ≤

= + + + + = ⇒ =

= = + + + =

∑
∑

5

0 1 0 2 0 1 0 4 1 0 2
5 0 1 0 2 0 1 0 2 0 6  
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  مسائل

)چقدر باشد تا  kدر جدول زير مقدار - 1 )f X يك توزيع احتمال باشد؟ 

1  0  1-  X  
7

15  k  
1
9  ( )f X  

 
)چقدر باشد تا  kدر جدول زير مقدار - 2 )f X يك توزيع احتمال باشد؟ 

  4  2  1  X  

k2 1
2  k  1

5  ( )f X  

 
 

اگر. كنيممهره به تصادف خارج مي 2مهره سياه وجود دارد،  2مهره سفيد و  3اي كه در آن از كيسه - 3
X هاي خارج شده باشد، توزيع احتمال متغير تصادفيدر بين مهره هاي سفيدتعداد مهرهX  را به

  دست آوريد؟ 
مطلوب . ، تعداد فرزندان دختر باشدY، تعداد فرزندان پسر وXفرزندي اگر 3در يك خانواده  - 4

 :است
  ؟Yو Xيع احتمال توامتوز: الف
  ؟Xايتوزيع حاشيه :ب
  ؟ Yايتوزيع حاشيه: ج
  

تا از اين كالاها را  4به طور تصادفي . است معيوبتاي آنها  3كالا وجود دارد كه  10اي در جعبه - 5
كالاي خارج  4را تعداد كالاهاي معيوب در بين  Yرا تعداد كالاهاي سالم و X.آوريمن ميبيرو

 :مطلوب است.كنيمشده تعريف مي
  د؟را به دست آوري Yو Xتابع توزيع احتمال توام -الف
 ؟Yو Xايتابع توزيع احتمال حاشيه -ب
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مقدار مورد انتظار براي ، پارامتري است كه نشان دهنده Xاميد رياضي يا ميانگين يك متغير تصادفي مانند  
)ر اثر تكرار آن آزمايش به دفعات زياد است و آن را با آن متغير تصادفي د )E X ياXμ  نشان داده و به

  .كنيمصورت زير تعريف مي

( ) ( )
n

X i i
i

E X x f xμ
=

= =∑
1

 

)توزيع احتمال زير مفروض است، : 1مثال )E X را محاسبه كنيد؟  
2  1  0  X  

3/0  5/0  2/0  ( )f X  

):                    پاسخ ) ( ) ( / ) ( / ) ( / ) /i i
i

E X x f x
=

= = × + × + × =∑
3

1
0 0 2 1 0 5 2 0 3 1 1        

اين بدين معني است كه اگر آزمايش به دفعات زياد انجام شود، انتظار داريم كه به طور متوسط متغير 
  . را اختيار كند 1/1دار ، مقXتصادفي

)توزيع احتمال زير مفروض است، : 2مثال )E X را محاسبه كنيد؟  

2  1  0  1 - 2 - X  

3/0  2/0  1/0  3/0 2/0 ( )f X  

):         پاسخ ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) / / / / / /i iE X x f x= = − × + − × + × + × + × =∑ 2 0 2 1 0 3 0 0 2 1 0 5 2 0 3 0 1  
آزمايش به دفعات زياد انجام شود، انتظار داريم كه به طور متوسط متغير  اين بدين معني است كه اگر 

  .را اختيار كند 1/0، مقدار Xتصادفي
  

  

  
  

)در زير داده شده است،  Xتابع توزيع احتمال متغير تصادفي: 3مثال )E X   ريد؟را به دست آو 2
2  1  0  1 -  X  

1/0  4/0  2/0  3/  ( )f x  

)در اين مثال : پاسخ )g x x=   :در نتيجه. است 2
( ) ( ) ( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )

/ / / /
E x x f x= = − + + +

= + + + =
∑2 2 2 2 2 21 0 3 0 0 2 1 0 4 2 0 1

0 3 0 0 4 0 4 1 1
  

  

)داراي تابع احتمالXاگر متغير تصادفي: قضيه )f xباشدف اميد رياضي هر تابعي ازX  
)مانند  )g X عبارتست از:  

( )( ) ( ) ( )
x

E g x g x f x=∑  
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xو  4، 5تواند يكي از سه مقدار مي Xمتغير تصادفي: 4مثال هاي آنها به ترتيب را انتخاب كند كه احتمال 3
xباشد، مقدار  6برابر  Xاگر ميانگين متغير تصادفي. است p3و  5/0، 2/0   چقدر است؟ 3

  :ئله را در جدول زير خلاصه كردتوان اطلاعات داده شده در صورت مسمي: پاسخ
x 3  5  4  X  

p3  5/0 2/0  ( ) ( )if x p x=  

)با استفاده از شرط  )iP x =∑ /:                 داريم 1 / . /p p+ + = ⇒ =3 30 5 0 2 1 3  

)جه به اينكه حال با تو )E x =                 :داريم 6
( ) ( )

(. / ) (. / ) (. / )
E X xf x

x
x

⎧ = =
⎪ ⇒ + + =⎨
⎪ ⇒ =⎩

∑
3

3

6
4 5 5 2 3 6

10
  

   

   :اميد رياضي تابع احتمال توام 

)دو متغير تصادفي با تابع احتمال توام  Yو Xاگر  , )f x y ياضي هر تابعي از باشند، اميد رX وY 
)مانند  , )g x y عبارتست از:  

( )( , ) ( , ) ( , )
x y

E g x y g x y f x y=∑∑  

  
مطلوب است محاسبه . در زير داده شده است Yو Xتابع توزيع احتمال توام دو متغير تصادفي: 5لمثا 

( )E X ،( )E Y و( )E XY .  
  
  
  
  
  

  : پاسخ
( ) ( ) ( / ) ( / ) /
( ) ( ) ( / ) ( / ) /

( ) ( , ) ( / ) ( / ) ( / ) ( / ) /

E x xf x
E y yf y

E xy xyf x y

⎧ = = × + × =
⎪ = = × + − × = −⎨
⎪ = = × × + × × + − × × + − × × = −⎩

∑
∑
∑

0 0 3 1 0 7 0 7
0 0 5 1 0 5 0 5

0 0 0 15 0 1 0 35 1 0 0 15 1 1 0 35 0 35
  

  

  

( )f y  1  0    
5/0  35/0 15/0 0  
5/0  35/0 15/0 1 -  

1  7/0  3/0  ( )f x  

X 
Y  
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  :اميد رياضي خواص

  :باشند، داريم Yو Xتوابعي از hو  gدو عدد ثابت و توابع bو  aدو متغير تصادفي،  Yو Xاگر 

  
  

  

  

  :در جدول توزيع احتمال زير مطلوب است محاسبه: 6مثال
) -الف )E X.                
) -ب )E X 2.  
) -ج )E X +3 5.  
)- د )E X⎡ ⎤−⎣ ⎦

21. 

)       :        الف ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) / / / / /i iE X x f x= = − × + − × + × + × + × =∑ 2 0 1 1 0 2 0 0 4 1 0 2 2 0 1 0  

 :     ب
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) . / . / . / . / . / /i iE X x f x= = − + − + + + =∑ 2 2 2 2 22 2 2 1 1 2 0 4 1 2 2 1 1 2  

):                                       ج ) ( ) ( )E X E X+ = + = + =3 5 3 5 3 0 5 5  

)                       :د ) ( ) ( ) ( ) ( )/ /E X E X X E X E X⎡ ⎤− = − + = − + = − + =⎣ ⎦
2 2 21 2 1 2 1 1 2 2 0 1 2 2  

  

  :محاسبه در جدول توزيع احتمال زير مطلوب است: 7مثال
) -الف )E X           .  
) -ب )E X 3.  
) -ج )E X X+2 3.  
)- د )E X⎡ ⎤+⎣ ⎦

21.  
:                      الف

 
( ) ( )i iE X x f x ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = × + × + × + × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ 1 3 2 2 211 2 3 48 8 8 8 8  

  : ب

( ) ( )i iE X x f x ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = × + × + × + × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑3 3 3 3 3 31 3 2 2 1751 2 3 48 8 8 8 8  
  :ج

2  1  0  1 -  2 -  X  

1/0  2/0  4/0  2/0  1/0  ( ) ( )f X P X x= =  

4  3  2  1  X  
2
8 

2
8 

3
8  

1
8  ( )f X 

( )
( ) ( )
( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))
( ( , ) ( , )) ( ( , )) ( ( , ))
( , ) ( ) ( )

E a a
E aX b aE X b
E a g X b h X a E g X b E h X
E a g X Y b h X Y a E g X Y b E h X Y
E X Y E X E Y

=⎧
⎪ + = +⎪⎪ ± = ±⎨
⎪ ± = ±
⎪

= ←⎯⎯⎪⎩
 مستقل باشند Yو Xاگر    
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( ) ( ) ( )

( ) ( )i iE X x f x

E X X E X E X

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = × + × + × + × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ = + = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑2 2 2 2 2 2

2 2

1 3 2 2 471 2 3 48 8 8 8 8
47 21 993 3 38 8 8

  

)       :د ) ( ) ( ) ( )E X E X X E X E X⎡ ⎤+ = + + = + + = + × + =⎣ ⎦
2 2 2 47 21 1131 2 1 2 1 2 18 8 8    

  :توان از روش مستقيم نيز به صورت زير حل كردتوجه داشته باشيد كه قسمت د را مي

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).E X x f x ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤+ = + = + × + + × + + × + + × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑2 2 2 2 2 21 3 2 2 1131 1 1 1 2 1 3 1 4 18 8 8 8 8

    
  

  :اميد شرطي
)دو متغير تصادفي با تابع احتمال توام Yو Xاگر  , )f x y باشند، آنگاه اميد رياضيX به شرطY y= 
)را با  | )E X Y y= كنندنمايش داده و به صورت زير محاسبه مي:  

  

  

Xبه شرط Yو نيز همينطور اميد رياضي x= را با ( | )E Y X x=  نمايش داده و به صورت زير محاسبه
  : كنندمي

  

  

). در جدول زير داده شده است Yو Xتوزيع احتمال توام دو متغير تصادفي: 8مثال | )E Y X = را به  6
  دست آوريد؟  

  

( )f x 5  4  3  2    
2/0  02/0  03/0  05/0  1/0  4  
5/0  05/0  2/0  2/0  05/0  6  
3/0  05/0  1/0  1/0  05/0  8  

1  12/0  33/0  35/0  2/0  ( )f y  

( , )( | ) ( | )
( )x x

f x yE X Y y xf x Y y x
f y

= = = =∑ ∑  

( , )( | ) ( | )
( )Y Y

f x yE Y X x Y f Y X x y
f x

= = = =∑ ∑  

Y 
X 
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: پاسخ
( ) ( ) ( )( , ) ( / ) / / / /( | ) /

( ) / / / / /
i iy f x y

E Y X
f x

= × + × + × + ×
= = = = =

= + + +
∑ 6 2 0 05 3 0 2 4 0 2 5 0 05 1 756 3 56 0 05 0 2 0 2 0 05 0 5  

  

  :مطلوب است محاسبه. در زير داده شده است Yو Xتوزيع احتمال توام دو متغير تصادفي: 9مثال

) -الف )|E X Y = 1   .  

) -ب )|E Y X = 2.  

  :اي را به دست آوريمهاي حاشيهابتدا بايد توزيع: پاسخ

  

  

   

   :الف

( ) ( ) ( )
( )

,
| |

/ / /
/ /

x x

f X Y
E X Y X f X Y X

f Y
=

= = = =
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × + × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑
11 1 1

0 2 0 172 4 2 920 37 0 37

  

   :ب

( ) ( ) ( )
( )

,
| |

/ / / /
/ / /

y y

f X Y
E Y X Y f Y X Y

f X
=

= = = =
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − × + × + × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑
22 2 2

0 12 0 18 0 21 0 1 0 160 5 0 5 0 5

  

  

  

  

  

1  0  1 -    
2/0  18/0 12/0 2  
17/0 22/0 11/0 4  

( )f X 1  0  1 -    
5/0  2/0  18/0 12/0 2  
5/0  17/0 22/0 11/0 4  

1  37/0 4/0  23/0 ( )f Y 

Y X 

Y X 
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,(واريانس ( ), ( )x V X Var Xσ 2:(  

گيري هاي پراكندگي است كه براي اندازهچنانچه در فصل دوم نيز بيان شد، واريانس يكي از شاخص    
هرچه واريانس بزرگتر باشد يعني . رودبه كار مي) اميد رياضي(ميانگينها حول ميزان پراكندگي داده

ها حول ميانگين خواهد ها بيشتر بوده و هر چه واريانس كمتر باشد، نشان دهنده تمركز دادهپراكندگي داده
): داريم .بود )( ) ( )X X XVar X E X E Xσ μ μ= = − = −22 2 2.  

)يك متغير تصادفي با تابع احتمال  Xاگر  )f x باشد، واريانس آن به صورت زير محاسبه خواهد شد:   

  

 

  .را به دست آوريد Xاميد رياضي و واريانس . تابع احتمال زير مفروض است: 10مثال
1  0  1 -  X  

4/0  2/0  4/0  ( )P x  

  : پاسخ
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) / / /

( ) ( ) ( ) / / / . /

var( ) ( ) / /

i i

i i

E x x P x

E x x P x

x E x E x

= = − + + =

= = − + + =

= − = − =

∑
∑ 2 22 2 2

2 2

1 0 4 0 0 2 1 0 4 0
1 0 4 0 0 2 1 0 4 8

0 8 0 0 8
 

 

  :واريانس هايويژگي

  :دو مقدار ثابت باشند، آنگاه bو  aيك متغير تصادفي و  Xاگر  

( )
( ) ( )
( ) ( )

Var a
Var ax a Var x
Var ax b a Var x

=

=

± =

2

2

0
 

  :در جدول داده شده زير، مطلوب است محاسبه: 11مثال
) -الف )Var X.               
) -ب )Var X +3 4.  

  :پاسخ
  :الف

3  1  0  1 -  3 -  X  
1
9  3

9  1
9  3

9  1
9  ( )f X 

( ) ( )( ) ( ) ( )XVar x E X E x E xμ= − = −2 22 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

E X xf x

E X x f x

Var X E X E X

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − × + − × + × + × + × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − × + − × + × + × + × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − =

∑

∑ 2 2 2 2 22 2

22

1 3 1 3 13 2 0 1 3 09 9 9 9 9
1 3 1 3 1 83 1 0 1 39 9 9 9 9 3
8
3

  

):                                                                     ب ) ( )Var X Var X+ = = × =
83 4 9 9 243  

  

xميانگين و واريانس . است 9و واريانس  5داراي ميانگين  Xي متغير تصادف: 12مثال − 5
را به دست 3

  آوريد؟

                                        :پاسخ
( )

var( )var

x E xE

x x

−⎛ ⎞ = − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞ = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

5 5 5 5 03 3 3 3 3
5 9 13 9 9

  

                       :در زير داده شده است، مطلوب است محاسبه Yو Xمال توام دو متغير تصادفي تابع توزيع احت: 13لمثا
) -لفا ) & ( )E X E Y                 ؟  

)-ب ) & ( )Var X Var Y؟  
)-ج ) & ( )E X Y Var X+ −2 3 2   ؟4

  . اي را محاسبه كنيمهاي حاشيهابتدا بايستي توزيع: پاسخ
  

  

  

)                             :                 الف )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) / /
( ) / / / /
E X

E Y
= + =⎧⎪

⎨ = − + + =⎪⎩

2 0 5 4 0 5 3
1 0 25 0 0 6 3 0 15 0 2  

  :ب

 

( ) ( ) ( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] ( )

( ) ( ) / /

( ) ( ) ( )

( ) ( ) / / / /

( ) ( ) ( ) / / /

E X x f x

Var X E X E X

E Y y f y

Var Y E Y E Y

= = + =

= − = − =

= = − + + =

= − = − =

∑

∑

2 22 2

22 2

2 2 22 2

2 22

2 0 5 4 0 5 10
10 3 1

1 0 25 0 0 6 3 0 15 1 6
1 6 0 2 1 56

  

)                                    : ج )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) / /
( ) ( )

E X Y E X E Y
Var X Var X

+ = + = + =

− = =

2 3 2 3 2 3 3 0 2 6 6
2 4 4 4

  

   

3  0  1 -    
0  4/0  1/0  2  
15/0 2/0  15/0  4  

( )f X  3  0  1 -    
5/0  0  4/0  1/0  2  
5/0  15/0 2/0  15/0  4  

1  15/0 6/0  25/0  ( )f Y  

Y 
X 

Y 
X 
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:                       هدر زير داده شده است، مطلوب است محاسب Yو Xمال توام دو متغير تصادفي تابع توزيع احت: 14مثال
) -الف ) & ( )E X E Y             ؟  
)-ب ) & ( )Var X Var Y؟  
  
  

  

  
اي را محاسبه هاي حاشيهابتدا بايستي توزيع: پاسخ
  . كنيم

  
  : الف

  

:                 ب

( )( ) ( )( ) ( )( )

[ ]

( )( ) ( )( ) ( )( )

[ ] ( )

( ) / / / /

( ) ( ) ( ) / /

( ) ( ) / / / /

( ) ( ) ( ) / /

E X

Var X E X E X

E Y y f y

Var Y E Y E Y

= + + =

= − = − =

= = + + =

= − = − =

∑

2 2 2 2

22 2

2 2 2 2 2

2 22

1 0 3 3 0 4 5 0 3 11 4
11 4 3 2 4

0 0 4 2 0 2 4 0 4 7 2
7 2 2 3 2

  

  :توان از رابطه زير به دست آوردهاي آماري واريانس را ميبراي داده: توجه

  

ixقاديرداده، م 10اگر براي  :15مثال =∑ ixو  50 =∑ 2 ).به دست آمده باشد 300 )Var X  را به دست
   آوريد؟

                                 :پاسخ
( ) ( ) ( )i

i

Var X x n x

x
x

n

= − = − =

= = =

∑
∑

2 22 300 10 5 50
50 510

  

  

  

4  2  0    
2/0  0  1/0  1  

0  1/0  3/0  3  
2/0  1/0  0  5  

( )f X  4  2  0    
3/0  2/0  0  1/0  1  
4/0  0  1/0  3/0  3  
3/0  2/0  1/0  0  5  

1  4/0  2/0  4/0  ( )f Y  

: بنابراين داريم. دهندنمايش مي Xσبا  Xجذر واريانس را انحراف معيار ناميده و براي متغير تصادفي

( )X X Var Xσ σ= =2  . 

Y  
X 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) / / /
( ) / / /

E X
E Y

= + + =⎧⎪
⎨ = + + =⎪⎩

1 0 3 3 0 4 5 0 3 3
0 0 4 2 0 2 4 0 4 2

Y  
X 

( ) ( )iVar X x n x= −∑ 22 
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  :انسكواري

اينكه كوواريانس را تعريف كنيم نخست با استفاده از تعريف واريانس به محاسبه مجموع دو متغير  براي    
Xچون اميد رياضي . پردازيممي Yμو  Xμهاي با ميانگين Yو Xتصادفي  Y+  برابر است با

X Yμ μ+پس داريم ،:  

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) x y

X Y X Y

X Y X Y

Var X Y E X Y

E X Y X Y

E X E Y E X Y

μ μ

μ μ μ μ

μ μ μ μ

⎡ ⎤+ = + − +⎣ ⎦

⎡ ⎤= − + − + − −⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − + − −⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2

2 2

2 2

2

2

 

)با  آخرين اميدرياضي را , )Cov X Y واريانسنشان داده و آن را كX وY بنابراين براي . ناميممي
( )Var X Y+ آيدفرمول زير به نام فرمول واريانس مجموع به دست مي:  

  

  .شان تعريف ميكنيمواريانس را اميدرياضي تغييرات دو متغير بر حسب ميانگينك

دهد و به خطي بين دو متغير تصادفي را نشان مينوع و جهت رابطه واريانس معياري عددي است كه ك
  :شودصورت زير محاسبه مي

  

  

تواند مقادير منفي، مثبت و صفر را اختيار كند كه با توجه به مقدار به دست آمده براي آن نوع اريانس ميكو
  .توان توضيح دادو جهت رابطه بين بين دو متغير را به صورت زير مي

  
 

 

 

)مستقل باشند آنگاه  Yو Xاگر دو متغير تصادفي: نكته , )Cov X Y = اما عكس اين مطلب . خواهد بود 0
  .اريانس دو متغير برابر صفر باشد اما دو متغير مستقل نباشنديعني ممكن است كو. ه برقرار نيستهموار

  

( ) ( ) ( ) ( ),Var X Y Var X Var Y Cov X Y+ = + + 2 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

,

,

X YCov X Y E X Y

Cov X Y E XY E X E Y

μ μ= − −⎡ ⎤⎣ ⎦

= −

 

)         يابدمي) كاهش(نيز افزايش  X،Y) كاهش(با افزايش  , )XY Cov X Yσ = > ←⎯⎯0  

)             يابدمي) افزايش( كاهش  X،Y) كاهش(با افزايش  , )XY Cov X Yσ = < ←⎯⎯0   

)يك متغير هيچ تاثيري در ديگري نداشته باشد   ) كاهش(افزايش  , )XY Cov X Yσ = = ←⎯⎯0 
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). تابع توزيع احتمال توام در جدول زير داده شده است: 16مثال , )Cov X Y محاسبه كنيد؟ را  
  
  
  

  :پاسخ
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )

,

. / / /

. / / /

. / / / / /

, / / / /

Cov X Y E XY E X E Y

E X x f x

E Y y f y

E XY xy f xy

Cov X Y

= −

= = − + = −

= = + =

= = − + − + + = −

⇒ = − − − = −

∑
∑
∑

1 0 6 0 0 4 0 6
0 0 6 1 0 4 0 4

1 0 0 3 1 1 0 3 0 0 0 3 0 1 0 1 0 3
0 3 0 6 0 4 0 06

  

شود كه رابطه بين دو متغير يك رابطه با توجه به اينكه مقدار كواريانس عددي منفي شده است، نتيجه مي 
  .در خلاف جهت يكديگر است معكوس و

  
  : هاي كواريانسويژگي

  :هاي زير را ثابت كردتوان به آساني ويژگيبا استفاده از فرمول محاسبه كواريانس مي
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

( )f X  1  0    
6/0  3/0  3/0  1 -  
4/0  1/0  3/0  0  

1  4/0  6/0  ( )f Y  

Y 
X 

( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

) , ,

) ,

) ,

) , ,

) , ,

) , ,

) , , ,

) , , ,

) ( )

XY Y X

X

Cov X Y Cov Y X

Cov X X Var X

Cov X a

Cov X a Y b Cov X Y

Cov aX bY abCov X Y

Cov aX b cY d acCov X Y

Cov X Y Z Cov X Z Cov Y Z

Cov aX bY cZ acCov X Z bcCov Y Z

Var aX bY c aVar X b Var Y abCo

σ σ

σ

= = =

= =

=

+ + =

=

+ + =

+ = +

+ = +

± + = + ±

2

2 2

1
2
3 0
4
5
6
7
8
9 2 ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

,

) ( ) ,

, ,

) ( )

v X Y

Var aX bY cZ d aVar X b Var Y c Var Z abCov X Y

acCov X Z bcCov Y Z

Var aX bY cZ d aVar X b Var Y c Var Z

± ± + = + + ±

± ±

± ± + = + +

2 2 2

2 2 2

10 2
2 2

11
 

مستقل باشند،  Zو  X ،Yاگر متغيرهاي 
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مطلوب است . تابع توزيع توام داده شده زير را در نظر بگيريد: 17مثال
  :محاسبه

) -الف ),Cov X Y         .  
) -ب ),Cov X Y+ −2 1 3 4.  
) -ج )Var X Y− .  

  :آوريماي را به دست ميابتدا توزيع حاشيه: پاسخ
  
  

   :الف

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

. . / /

. . / / /

. , ( ) / / ( ) / / /

, / / /

x

y

x y

E X X f X

E Y Y f Y

E XY XY f X Y

Cov X Y E XY E X E Y

= = × + × =

= = − × + × =

= = × − × + × × + × − × + × × =

= − = − =

∑

∑

∑∑

0 5 4 0 5 2

2 6 10 0 4 2 8

0 2 0 33 0 10 0 17 4 2 0 27 4 10 0 23 7 04

7 04 2 2 8 1 44

  

) :بالا داريم 6بنا بر نكته : ب ) ( ), ,Cov X Y Cov X Y+ − =2 1 3 4   :در نتيجه. 6

( ) ( ), , / /Cov X Y Cov X Y+ − = = × =2 1 3 4 6 6 1 44 8 64  

) :داريم 9با توجه به نكته : ج  ) ( ) ( ) ( ),Var X Y Var X Var Y Cov X Y− = + − بنابراين نياز به . 2
)محاسبه )Var X  و( )Var Y به صورت زير داريم.  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

/ /

( ) / / /

/ / /

,

/ / /

E X X f X

Var X E X E X

E Y Y f Y

Var Y E Y E Y

Var X Y Var X Var Y Cov X Y

= = × + × =

= − = − =

= = − × + × =

= − = − =

⇒ − = + −

= + − =

∑

∑

2 2 2 2

22 2

2 2 2 2

2 22

0 0 5 4 0 5 8
8 2 4

2 0 6 10 0 4 42 4
42 4 2 8 34 56

2
4 34 56 2 1 44 35 68

  

  

نگاه آچون اگر مستقل باشند، . قبل از محاسبه كواريانس بهتر است كه مستقل بودن را چك كنيم: توجه
  .كواريانس برابر صفر است

  

10  2 -    
17/0 33/0 0  
23/0 27/0 4  

( )f X  10  2 -    
5/0  17/0 33/0 0  
5/0  23/0 27/0 4  

1  4/0  6/0  ( )f Y  

Y
X

Y
X
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). در زير داده شده است Yو Xتابع توريع احتمال دو متغير تصادفي : 18مثال ),Cov X Y  را محاسبه
  كنيد؟

( )f y  1 0    
5/0  35/0  15/0  0  
5/0  35/0  15/0  1-  

1  7/0  3/0  ( )f x  
  :پاسخ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( / ) ( / ) /
( ) ( ) ( / ) ( / ) /

( ) ( , ) ( / ) ( / ) ( / ) ( / ) /

, / / /

E x xf x
E y yf y

E xy xyf x y

Cov X Y E XY E X E Y

= = × + × =
= = × + − × = −

= = × × + × × + − × × + − × × = −

⇒ = − = − − − =

∑
∑
∑

0 0 3 1 0 7 0 7
0 0 5 1 0 5 0 5

0 0 0 15 0 1 0 35 1 0 0 15 1 1 0 35 0 35
0 35 0 7 0 5 0

  

  

شديم كه در جدول بالا براي تمامي مقادير ممكن رابطهميمتوجه  ،قبل از انجام اين محاسبات با كمي دقت
( , ) ( ). ( )f x y f x f y= يم كهرتوانستيم نتيجه بگيدر نتيجه بدون محاسبه كواريانس، مي. برقرار است :

( , )Cov X Y = 0  

  

  :ضريب همبستگي

در نتيجه تغيير در يكي از . گيري بستگي داردبه واحد اندازه Yو Xمعيار كواريانس براي سنجش تغييرات 
براي رفع اين مشكل از معيار ديگري تحت عنوان . كنددر محاسبه كواريانس دخالت مي Yو Xمتعيرهاي 

رابطه و همچنين باشد، به منظور تعيين شدت گيري نمياندازه كه تحت تاثير واحدهاي ،ضريب همبستگي
  . شودبين دو متغير  استفاده مي )مستقيم يا معكوس(نوع رابطه 

، مقادير Yو Xاگر به جاي 
X

X
σ

و  
Y

Y
σ

ول كواريانس به كار بريم، به رابطه ضريب همبستگي را در فرم 

X,ضريب همبستگي را با . خواهيم رسيد Yρ  يا,X Yr شودنشان داده و به صورت زير محاسبه مي:  

  

  

  
  
  

( )
( ) ( ),

, XY
X Y

x Y

Cov X Y

Var X Var Y
σρ
σ σ

= = 

X
Y 
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  ه دست آوريد؟ضريب همبستگي را بكواريانس و با توجه به جدول توزيع احتمال توام زير، : 19مثال
1  0  1 -    
2/0  0  1/0  0  
1/0  1/0  2/0  1  
1/0  2/0  0  2  

  :اي را به صورت زير به دست آوريمابتدا بايد توزيع حاشيه: پاسخ

  

  

  

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

/ / /

/ / / /

, / / / /

/ / / /

, / /

E X xf x

E Y yf y

E XY xy f x y

Cov X Y E XY E X E Y

= = × + × + × =

= = − × + × + × =

= = − + + + − + +

+ − + + =

= − = − =

∑
∑
∑

0 0 3 1 0 4 2 0 3 1
1 0 3 0 0 3 1 0 4 0 1

0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 2 1 1 0 2 1 0 0 1
1 1 0 1 2 1 0 2 0 0 2 2 1 0 1 0 1

0 1 0 1 0

    

يعني دو متغير هيچ . گيريم كه ضريب همبستگي نيز صفر استبا توجه به صفر شدن كواريانس، نتيجه مي
  .اي با هم ندارندرابطه

  
  :شودهاي آماري به صورت زير محاسبه ميضريب همبستگي براي داده: توجه

  

  

  

  

  
  

( )f X 1  0  1 -    
3/0  2/0  0  1/0  0  
4/0  1/0  1/0  2/0  1  
3/0  1/0  2/0  0  2  

1  4/0  3/0  3/0  ( )f Y 

( )( )

( ) ( )
,

i i i i
i i

XY
X Y

X Y i i i i i i

x y x yx x y y
n n nn

x x y y x x y y
n n n n n n

σρ
σ σ

⎛ ⎞⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞− − ⎛ ⎞ ⎛ ⎞× ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
2 2 2 22 2

 

Y 
X

Y 
X



۶.  

  رضا بهرامي: ويژه دانشجويان كارداني حسابداري                                                                                  مدرس  

  91                                                        اميد رياضي و كاربردهاي آن                                    : فصل ششم              

  ر ضريب همبستگي را محاسبه كنيد؟هاي جدول زير مقدابراي داده: 20المث
11  4  10  7  iX  

22  8  20  14  iY  

  : پاسخ

i ix y iy 2 ix 2  iy  ix  
98  196  49  14  7  
200  400  100  20  10  
32  64  16  8  4  
242  484  121  22  11  

i ix y =∑ 572
  

iy =∑ 2 1144
  

ix =∑ 2 286
  

iy =∑ 64
  

ix =∑ 32
  

( )( )

,

/

i i i i

X Y

i i i i

x y x y
n n n

x x y y
n n n n

ρ

⎛ ⎞⎛ ⎞
− ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠=

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

− × − ×
= = = =

− −⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
2 22 2

2 2

572 32 64
143 8 16 154 4 4 1

22571 5 64 286 256286 32 1144 64
4 4 4 4

  

  :خواص ضريب همبستگي

−ρه همواره رابط - 1 ≤ ≤1  .برقرار است 1
  

  

  

  

  

  

  

  

ρ = 1  

 رابطه مستقيم و کامل

ρ = −1 

 رابطه معکوس و کامل

ρ< <0 1 

 رابطه مستقيم و ناقص
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)اگر : 21مثال , )Cov X Y = 10 ،Xσ =2 Yσو  25 =2   باشد، ضريب همبستگي را به دست آوريد؟ 9

:                                         پاسخ
( )( ),

( , ) /
.X Y

X Y

Cov X Yρ
σ σ

= = =
10 0 665 3      

  

−xضريب همبستگي : 22مثال +
25   را به دست آوريد؟ x3و  3

,,:                   داريم 2و  5بنا بر نكته : پاسخ x xx x
ρ ρ

− +
= − = −23 5 3

1                

                                                                         

  :ضريب تعيين

را توضيح  Yو Xتوان به كمك آن رابطه بين دو متغيريكي از مهمترين معيارهايي كه ميضريب تعيين،     
وسيله تغييرات  در واقع ضريب تعيين بيان كننده درصد تغييرات متغير وابسته به. داد، ضريب تعيين است

ناشي از  Yكند كه چند درصد از تغييراتبه عبارت ديگر ضريب تعيين معلوم مي. متغير مستقل است

ρ− < <1 0  

 رابطه معکوس و ناقص

ρ = 0 

 رابطه ندارند

,

,

,

, ,

,

,

,

)
)
)
)

)

X X

X X

X a

X Y Y X

X Y

aX b cY d

X Y

ρ

ρ

ρ

ρ ρ

ρ
ρ

ρ

−

± ±

= −

=

=

=

⎧ ←⎯⎯
⎪= ⎨
⎪− ←⎯⎯⎩

1 1
2 1
3 0
4

5

 

 هم علامت باشندcوaاگر

 مختلف العلامة باشندcو a اگر
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Rضريب تعيين را با .است Xتغييرات rيا 2 )ت مجذور ضريب همبستگي، نشان داده و به صور 2 )r ρ ،
R: به عبارت رياضي. شودتعريف مي r ρ= =2 2 2.  

)اگر : 23مثال , ) /Cov X Y = 32 Xو  4 Yσ σ= =2 2   باشد، ضريب تعيين را به دست آوريد؟ 36
  

):           پاسخ )
( )( )

, / / /
.X Y

Cov X Y
r rρ

σ σ
= = = = ⎯⎯→ =232 4 0 9 0 816 6.  

  

)برابر  Yو Xاگر كواريانس دو متغير تصادفي: 24مثال ),Cov X Y = باشد و و اريانس هر يك به  27−
) ترتيب )Var X = )و  36 )Var Y = -بيان مي Xبه وسيله Yبه دست آمده باشد، چند درصد تغييرات 25

  شود؟

):  پاسخ ),
/ /

.X Y

Cov X Y
r r

σ σ
−

= = = − ⎯⎯→ =227 0 9 0 81
36 25

به وسيله Yتغييرات% 81در نتيجه  

X شودبيان مي.  
  

−R ،توجه داشته باشيد كه   .  شودبيان نمي Xاست كه توسط Yصدي از تغييرات، نشان دهنده در21
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  مسائل

آن را به دست  و واريانس اميد رياضي. داراي توزيع احتمال زير است Xتصادفي متغير - 1
 آوريد؟

٠  ١  ٢  ٣  X  
1
8  3

8  3
8  1

8  ( )f X 

 اميد رياضي ، واريانس و انحراف استاندارد. داراي توزيع احتمال زير است Xتصادفي متغير - 2
 ؟ست آوريدآن را به د

۴  ٠  ١  ٢  ٣  X  
1
6 1

3  a  a−1 2 1
6  ( )f X 

هاي دو تاس باشد، اميدرياضي، مجموع شماره Xدر پرتاب دو تاس، اگر متغير تصادفي - 3
 را بيابيد؟ Xواريانس و انحراف استاندارد

اگر . كنيمگوي به تصادف خارج مي 3گوي سفيد است،  4گوي قرمز و  5اي كه شامل از جعبه - 4
، مطلوب هاي خارج شده تعريف كنيمسفيد در بين گويهاي را تعداد گوي Xمتغير تصادفي

 .Xاست محاسبه اميد رياضي و واريانس

)اگر - 5 ) /E X = 3 )و 4 )E X =2 Varباشد،  12 x⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1  را به دست آوريد؟ 32

Xباشد، ميانگين  2برابر  Xگر ميانگين و انحراف معيارا - 6  چقدر است؟ 2

 
).به صورت زير است Yو Xدو متغيره توامتوزيع احتمال  - 7 )|E Y X =  را به دست آوريد؟ 1

2  1  0    
05/0  15/0  2/0  0  
05/0  2/0  05/0  1  
2/0  05/0  05/0  2  

 
). به صورت زير است Yو Xدو متغيره توامتوزيع احتمال  - 8 ),Cov X Y  و( )Var X Y+ 

 را حساب كنيد؟

3  2  1    
3
8  2

8  1
8  1  

0  0  2
8  2  

 

Y X 

X
Y 
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). به صورت زير است Yو Xتوزيع احتمال توام دو متغيره - 9 )E X،( )E Y،( )E XY  و
( ),Cov X Y را به دست آوريد؟ 

3  2  1    
1

12  1
6  1

12  1  
1
6  0  1

6  2  

0  1
3  0  3  

)، 9در تمرين   -10 , )Cov X Y X+  را به دست آوريد؟ 2

 
). به صورت زير است Yو Xتوزيع احتمال توام دو متغيره -11 ),Cov X Y  و,X Yρ  را به

 دست آوريد؟  

3  2  1    
3
8  2

8  1
8  1-  

1
8  1

8  0  0  

 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

X
Y 

X Y
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رو بهتر است كه اين از اين. ، در شرايط يكسان داراي نتايج مشابهي هستندهاآزمايشبسياري از           
در فصل پنچ با صورت كلي . بندي كرده و خواصي را براي آنها معرفي كنيمهاي مشابه را دستهآزمايش
اي هدليل ويژگيخاص كه به به توصيف چند توزيع احتمال  در اين فصل. هاي احتمال آشنا شديمتوزيع

  .آيند، خواهيم پرداختخاص خود در بسياري از كاربردها پيش مي

  

  :توزيع برنولي

بررسي افراد در : براي مثال. يا عدم وقوع پيشامد معيني است ها، توجه ما به وقوعدر بسياري از آزمايش
  ....مورد وجود يا عدم وجود بيماري خاص، بررسي يك كالا در مورد سالم يا معيوب بودن آن و 

يك  بندي شوند رادسته پيروزي يا شكست، هر آزمايشي كه دو برآمد داشته باشد يا نتايج آن در دو رده
)كه در آن qو احتمال شكست را با pاگر احتمال موفقيت را با. ناميمميآزمايش برنولي  )q p= −1 

):ايش دهيم، آنگاه داريماست، نم )p q p p+ = + − =1 1.  

، نشان دهنده تعداد Xاگر متغير تصادفي. گيردتوجه داشته باشيد كه آزمايش برنولي تنها يكبار انجام مي
)صورت  ، آن را بهباشد ،pبا احتمال پيروزي پيروزي در يك آزمايش برنولي )~X Ber p  نمايش  

  :به صورت زير خواهد بود ،Xتوزيع احتمال. دهيممي

1  0  X  

p  p−1  ( ) ( )f X P X x= = 
مال را به صورت يك تابع توزيع احتمال بيان كنيم، به صورت زير خواهد حال اگر بخواهيم اين توزيع احت 

):                    بود ) ( ) ,xxP X x p p X−= = − =11 0 1.       

  

  

  
  
  

)اگر  )~X Ber p باشد، اميد رياضي و واريانس آن به صورت زير خواهد بود:  

( )
( ) ( )

x

x

E X p

Var X p p

μ

σ

= =

= = −2 1
 



٧.  

  رضا بهرامي: ويژه دانشجويان كارداني حسابداري                                                                                  مدرس  

  98                                                                           هاي گسسته                                    توزيع: فصل هفتم              

  : ايتوزيع دوجمله

n بطوريكه. آزمايش برنولي را در نظر بگيريد:  

 .داحتمال موفقيت در هر آزمايش مقداري ثابت باش - 1
 .ها از هم مستقل باشندآزمايش - 2

در هر  pمستقل برنولي با احتمال پيروزي آزمايش nها در را تعداد موفقيت Xحال اگر متغير تصادفي
اي با تابع توزيع احتمالي به صورت داراي توزيع دوجمله Xآنگاه متغير تصادفي. آزمايش، در نظر بگيريم
)زير است و به صورت  )~ ,X Bin n p دهيمنشان مي.  

( ) ( ) , , , , ,x n xn
P X x p p x n

x
−⎛ ⎞

= = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 0 1 2 3 000 

  
  
  
  

nپيشامد در Xاحتمال تعداد ،هايي كه در آناي براي پاسخ دادن به پرسشبه طور خلاصه، توزيع دوجمله

   .باشد، مفيد استمد نظر مي برنولي لآزمايش مستق

نفر انجام شود، احتمال  5اگر قرار باشد اين عمل روي . است 1/0احتمال مرگ در يك عمل جراحي :1مثال
  نفر چقدر است؟ 2مرگ 
و پيروزي را مرگ  كنندعمل جراحي فوت مي 5افرادي كه در اين را تعداد  Xاگر متغير تصادفي: پاسخ
): تعريف كنيم، آنگاه فرد، )~ , /X Bin n p= =5 0   :نفر برابر است با 2در نتيجه احتمال مرگ . 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ / , , , , ,

/ / / / /

x xP X x x
x

P X

−

−

⎛ ⎞
= = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⇒ = = − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

5

2 5 2 2 3

5 0 1 1 0 1 0 1 2 3 4 5

5 52 0 1 1 0 1 0 1 0 9 0 7292 2

.  

  

يك مامور . هاي سطح كشور بيمه شخص ثالث داشته باشنداز اتومبيل% 60فرض كنيد كه حدود :2مثال
  :مطلوب است محاسبه.كنداتومبيل را متوقف و كارت بيمه آنان را مطالبه مي 5راهنمايي 

  ؟ ها بيمه داشته باشندتا از اين ماشين 2احتمال اينكه دقيقاً  -الف
  را به دست آوريد؟ Xساميد رياضي و واريان -ب

)اگر  )~ ,X Bin n p و واريانس آن به صورت زير خواهد بود باشد، اميد رياضي:  

( )
( ) ( )

x

x

E X np

Var X np p

μ

σ

= =

= = −2 1
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هايي كه داراي بيمه شخص ثالث هستند و پيروزي را داشتن تعداد ماشين را Xاگر متغير تصادفي: پاسخ
): آنگاه بيمه شخص ثالث تعريف كنيم، )~ , /X Bin n p= =5 0 نفر  2اينكه دقيقاً در نتيجه احتمال . 6

  :برابر است با بيمه شخص ثالث باشند، ايدار

:                 الف
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ / , , , , ,

/ / / / /

x xP X x x
x

P X

−

−

⎛ ⎞
= = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⇒ = = − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

5

2 5 2 2 3

5 0 6 1 0 6 0 1 2 3 4 5

5 52 0 6 1 0 6 0 1 0 4 0 232 2

  

):                                                        ب )
( )

/

/ / /

E X np

Var X npq

= = × =

= = × × =

5 0 6 3
5 0 6 0 4 1 2

  

  

  تير به سمت هدف شليك  8اين تيرانداز . كنددرصد تيرهاي يك تيرانداز به هدف برخورد مي 80: 3مثال
  تير به هدف برخورد كند، چقدر است؟ 6احتمال آنكه . كندمي

كنند و پيروزي را برخورد تير به تعداد تيرهايي كه به هدف برخورد مي را Xير تصادفياگر متغ :پاسخ
): آنگاه هدف، تعريف كنيم، )~ , /X Bin n p= =8 0 تير به هدف  6اينكه دقيقاً احتمال  در نتيجه .8

  :برابر است با برخورد كند،

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ / , , , , , , , ,

/ / / / /

x xP X x x
x

P X

−

−

⎛ ⎞
= = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⇒ = = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

5

6 8 6 6 2

8 0 8 1 0 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8

8 86 0 8 1 0 8 0 8 0 2 0 296 6 �
  

  

  :مطلوب است محاسبه. كنيمبار مستقلاً پرتاب مي 5را  سالميك سكه : 4مثال
  بار شير بيايد؟ 2احتمال اينكه دقيقاً  -الف
  اميد رياضي و واريانس اين توزيع را به دست آوريد؟ -ب

: آنگاه ، تعريف كنيم،شيرها و پيروزي را آمدن شيرتعداد  را Xاگر متغير تصادفي: پاسخ
( )~ , /X Bin n p= =5 0 5.   

  :برابر است با شير بيايد، 2اينكه دقيقاً احتمال : الف

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ / , , , , ,

/ / / / /

x xP X x x
x

P X

−

−

⎛ ⎞
= = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⇒ = = − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

5

2 5 2 2 3

5 0 5 1 0 5 0 1 2 3 4 5

5 52 0 5 1 0 5 0 5 0 5 0 312 2
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  : ب
( )
( )

/ /

/ / /

E X np

Var X npq

= = × =

= = × × =

5 0 5 2 5
5 0 5 0 5 1 25

  

  
اي داده شده است، دانشجويي تمامي سوالات را سوال چهارگزينه 20در يك امتحان تستي كه در آن : 5مثال

  :مطلوب است محاسبه.هددشانسي پاسخ مي
  دهد؟پاسخ مياين دانشجو به طور متوسط چند سوال را  -الف
  هاي صحيح چقدر است؟انحراف معيار تعداد پاسخ -ب

دهد و پيروزي را دادن پاسخ صحيح، تعداد سوالاتي كه پاسخ صحيح مي را Xاگر متغير تصادفي: پاسخ

~:آنگاه تعريف كنيم، ,X Bin n p⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

120 4.   

).    دهدسوال پاسخ صحيح مي 5اين دانشجو به طور متوسط به : الف )E X np= = × =
120 54   

):                                 ب ) ( ) /X X Var X np pσ σ= = = − = × × =2 1 31 20 1 944 4   

  

در يك هفته . كندماه ضمانت مي 6يك توليد كننده وسائل برقي، كالاهاي فروخته شده را به مدت  :6مثال
/. 2اگر بدانيم كالايي در مدت ضمانت با احتمال . دستگاه از اين وسائل برقي به فروش رفته است 16

  :احتياج به تعمير دارد، مطلوب است محاسبه
  ها در دوره ضمانت خراب نشوند؟احتمال اينكه هيچيك از اين دستگاه -الف
  احتمال اينكه حداقل يك دستگاه خراب شود؟ -ب
  دستگاه خراب شود؟ 2احتمال اينكه دقيقاً  -ج

 تعداد كالاهاي خراب شده و پيروزي را خراب شدن كالا، تعريف كنيم، را Xاگر متغير تصادفي: پاسخ
):آنگاه )~ , . /X Bin n p= =16 2.  
  : الف

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ / , , ,..., ,

/ / / / /

x xP X x x
x

P X

−

−

⎛ ⎞
= = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⇒ = = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

16

0 16 0 0 16

16 0 2 1 0 2 0 1 2 5 16

16 160 0 2 1 0 2 0 2 0 8 0 0280 0 �
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مال مستقيم شامل جملات زيادي است استفاده از احتمال متمم آسانتر در اينگونه مسائل كه محاسبه احت: ب
).         خواهد بود ) ( ) / /P X P X≥ = − = = − =1 1 0 1 0 028 0 972  

)              :ج ) ( ) ( ) ( ) ( )/ / / / /P X −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 16 2 2 1416 162 0 2 1 0 2 0 2 0 8 0 212 2 �  

  

مطلوب است . فرزندي با فرض اينكه احتمال داشتن دختر و پسر يكسان باشد 5در يك خانواده : 7مثال
  :ينكه آن خانوادهمحاسبه احتمال ا

  داراي يك فرزند پسر باشد؟ -الف
  داراي حداقل يك فرزند پسر باشد؟  -ب
  فرزند پسر باشد؟ 2داراي حداكثر  -ج

:آنگاه تعداد فرزندان پسر و پيروزي را پسر بودن، تعريف كنيم، را Xاگر متغير تصادفي: پاسخ
( )~ , . /X Bin n p= =16 2.   

  : لفا

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ / , , , , ,

/ / / / /

x xP X x x
x

P X

−

−

⎛ ⎞
= = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⇒ = = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

5

1 5 1 1 4

5 0 5 1 0 5 0 1 2 3 4 5

5 51 0 5 1 0 5 0 5 0 5 0 151 1 �
  

)              : ب ) ( ) ( ) ( ) ( )/ / /P X P X P X
⎡ ⎤⎛ ⎞

≥ = − < = − = = − ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

0 551 1 1 1 0 1 0 5 0 5 0 960 �  

  :ج

    

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ / / / / /

/ / / /

P X P X p X p X≤ = = + = + =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
= + + =

0 5 1 4 2 3

2 0 1 2
5 5 50 5 0 5 0 5 0 5 0 5 0 50 1 2

0 03 0 15 0 3 0 48
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  :واسنپتوزيع 
خاص  يتوزيع پواسن يك توزيع گسسته است كه براي محاسبه تعداد پيشامدها در يك فاصله زماني يا مكان

ها به ها در يك صفحه، تعداد تلفندر يك چهارراه، تعداد غلطتعداد تصادفات : براي مثال. رودبه كار مي
  ... .و  115مركز 

را تعداد پيشامدها در يك فاصله زماني يا مكاني خاص و نرخ متوسط تعداد پيشامدها  Xاگر متغير تصادفي
 λداراي توزيع پواسن با ميانگين Xگوييمدهيم، آنگاه مييش نما λيك فاصله زماني يا مكاني بارا در 

)است و به صورت  )~X Pos λ دهيم و تابع توزيع احتمال به صورت زير خواهد بودنمايش مي:  

    

  

  

  .و واريانس آن با هم برابر هستندتوزيع پواسون تنها توزيعي است كه ميانگين : 1نكته

بايستي حتماً با  λو Xدر حل مسائل توجه داشته باشيد كه بازه زماني يا مكاني تعريف شده براي: 2نكته
، به Xزماني يا مكاني خواسته شده براي را بر حسب بازه λدر غير اين صورت بايستي . هم برابر باشند
  .  دست آوريم

  

احتمال اينكه . نفر باشد 4اگر تعداد مراجعات به يك باجه بليط به طور متوسط در طي يك ساعت : 8مثال
  نفر به اين باجه مراجعه كنند، چقدر است؟ 2در يك ساعت خاص دقيقاً 

از مسئله نيز نرخ . كنيمرا تعداد مراجعين به باجه بانك در يك ساعت تعريف مي Xمتغير تصادفي: پاسخ
  :در نتيجه داريم. باشدمي 4متوسط تعداد مراجعات به باجه بانك در يك ساعت برابر 

( ) ( )

( )

~ , , ,...
!

!

xeX Pos P X x x
x

eP X e

−

−
−

⇒ = = =

⇒ = = =

4

4 2
4

44 0 1 2

42 82

  

  
  :مطلوب است محاسبه. شودار چك مييك دستگاه چاپگر كامپيوتري به طور متوسط هر ماه دو ب: 9مثال
  بار چك شود؟ 2احتمال اينكه در يك ماه كمتر از  -الف

( )

( ) ( )

, , ,....
!

xeP X x X
x

E X Var X

λλ

λ

−

= = =

= =

0 1 2
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  بار چك شود؟ 3 دقيقاً ماه، اين چاپگر  3احتمال اينكه در  -ب
  بار چك شود؟ 2ماه، اين چاپگر حداقل  3احتمال اينكه در  -ج

از مسئله نيز نرخ . كنيمهاي چاپگر در يك ماه تعريف ميرا تعداد چك شدن Xمتغير تصادفي: پاسخ
  .باشدمي 2هاي چاپگر در يك ماه برابر متوسط تعداد چك كردن

  : الف

( ) ( )

( ) ( ) ( )

~ , , ,...
!

! !

xeX Pos P X x x
x

e eP X P x p X e e e

−

− −
− − −

⇒ = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇒ < = = + = = + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

2 0 2 1
2 2 2

22 0 1 2

2 22 0 1 2 30 1

  

ماه است كه با بازه زماني يك ماهه  3در اين قسمت توجه داشته باشيد كه بازه زماني تعريف شده برابر : ب
ماه به صورت زير  3را براي يك بازه زماني  λدر نتيجه مقدار . ، يكسان نيستλتعريف شده براي

  :محاسبه خواهيم كرد
  
  

)                       :ي جديد داريمλحال با توجه به مقدار  )
!

eP X e
−

−= = =
6 3

663 363  

  : ج
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

! !

P X P X P X P X P X

e e e
− −

−

≥ = − < = − ≤ = − = + =⎡ ⎤⎣ ⎦
⎡ ⎤

= − + = −⎢ ⎥
⎣ ⎦

6 0 6 1
6

2 1 2 1 1 1 0 1
6 61 1 70 1

  

  

مطلوب است . غلط تايپي وجود دارد 2به طور متوسط در هر صفحه از يك كتاب مشخص، : 10مثال
  :محاسبه

  داشته باشد؟غلط تايپي وجود  3احتمال اينكه در يك صفحه، حداكثر  -الف
  ي مشخص، حداقل دو غلط تايپي وجود داشته باشد؟صفحه 2در  -ب

λبا توجه به صورت مسئله . كنيمها در يك صفحه تعريف ميرا تعداد غلط Xمتغير تصادفي: پاسخ = 2 
  .براي هر صفحه است

  : الف

 )ماه(بازه زماني  λمقدار
2  1  

?λ =  3  
λ ×

⇒ = =
2 3 61
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

! ! ! !

P X P X P X P X P X

e e e e e
− − − −

−

≤ = = + = + = + =

= + + + =
2 0 2 1 2 2 2 3

2

3 0 1 2 3
2 2 2 2 19

0 1 2 3 3
  

  
    -ب

  
    

( ) ( ) ( ) ( )

! !

P X P X P X P X

e e e
− −

−

≥ = − ≤ = − = + =⎡ ⎤⎣ ⎦
⎡ ⎤

= − + = −⎢ ⎥
⎣ ⎦

4 0 4 1
4

2 1 1 1 0 1
4 41 1 50 1

  

  

   :توزيع نرمال

ي به عنوان مثال احتمال اينكه قد فرد. يك متغير پيوسته باشد، احتمال در يك نقطه برابر صفر است Xاگر 
هاي منحني متغيرهاي تصادفي پيوسته داراي توزيع. سانتي متر باشد، برابر صفر است 160دقيقاً برابر با 
كنند و مهمترين توزيع پيوسته كه بسياري از وقايع زندگي روزمره از اين توزيع پيروي مي. شكل هستند

  تن ميانگين و واريانس مشخص توزيع نرمال با دانس. باشد، توزيع نرمال استمهمترين توزيع آماري مي
σو واريانس  μداراي توزيع نرمال با ميانگين Xاگر متغير تصادفي . شودمي آن را به صورت . باشد 2

( )~ ,X N μ σ   .دهيمنشان مي 2

   . اي شكل و نسبت به ميانگين آن، متقارن استمنحني توزيع نرمال زنگوله

  

  
  

  

)محاسبه )P a X b< <:  

براي . همانطور كه قبلاً نيز گفته شد، براي متغيرهاي تصادفي پيوسته احتمال يك نقطه برابر صفر است
  .دار استمتغيرهاي پيوسته احتمال براي يك بازه محاسبه خواهد شد و معني

  )صفحه(بازه مكاني  λمقدار
2  1  

?λ =  2  
λ ×

⇒ = =
2 2 41

( )~ ,X N μ σ 2

Md Moμ = = 
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σو واريانس  μيك متغير تصادفي نرمال با ميانگين Xاگر  ) آنگاه باشد 2 )P a X b< ، برابر با >
xمساحت سطح زير منحني نرمال بين دو خط  a=  وx b= محاسبه اين مساحت كاري مشكل و . است

براي رفع اين مشكل، آماردانان جدولي را براي محاسبه اين . افزار غيرممكن استبدون استفاده از نرم
احتمال، براي تابع چگالي نرمالي با ميانگين صفر و واريانس يك، كه به توزيع نرمال استاندارد معروف 

محاسبه احتمال متغيرهاي تصادفي نرمال، ابتدا آنها را تبديل به نرمال بنابراين براي . انداستف تشكيل داده
به راحتي اين  كه در پايان كتاب آورده شده است، استاندارد كرده و سپس از جدول توزيع نرمال استاندارد

  .كنيماحتمالات را محاسبه مي

   

  

  

] در جدول نرمال استاندارد، احتمالات را براي مقادير متعلق به بازه ]/ , /−3 4 3   .باشددارا مي 4

]در جدول نرمال استاندارد، به ازاي يك مقدار همانند ]/ , /z ∈ −3 4 3 ، سطح زير منحني نرمال و سمت 4
xچپ خط  z= يعنيداده شده است ، :( )P Z z≤ .    

  

  
  

  :باشدرمال استاندارد دانستن دو نكته زير مفيد ميبراي استفاده از جدول ن

  

  

  :با استفادده از جدول نرمال استاندارد براي احتمالات زير داريم: 11مثال

باشد، آنگاه با تغيير  σو انحراف معيار  μمتغير تصادفي نرمال با ميانگين هر  Xاگر: نرمال استاندارد

XZمتغير  μ
σ
−

آيد كه ميانگين آن صفر و واريانس آن يك ، متغير تصادفي نرمال ديگري به دست مي=

 ).نرمال استاندارد(است

( )~ ,Z N 0 1 

z

( )P Z z≤ 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

)

)

P Z z P Z z

P z Z z P Z z P Z z

> = − <

< < = < − <1 2 2 1

1 1
2
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( )
( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

/ /

/ /

/ / / /

/ / / / / / /

/ / / / / / /

P Z

P Z

P Z P Z

P Z P Z P Z

P Z P Z P Z

< =

< − =

> = − < = − =

< < = < − < = − =

− < < = < − < − = − =

1 96 0 975
2 13 0 0166

3 04 1 3 04 1 0 9988 0 0012
0 87 1 28 1 28 0 87 0 8997 0 8078 0 0919

0 34 0 62 0 62 0 34 0 7324 0 3669 0 3655

  

σسو واريان μ، يك متغير تصادفي نرمال با ميانگينXحال فرض كنيد كه براي محاسبه. است 2
( )P a X b< :، ابتدا آن را به صورت زير تبديل به نرمال استاندارد خواهيم كرد>

( ) a X b a bP a X b P P Zμ μ μ μ μ
σ σ σ σ σ
− − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞< < = < < = < <⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
كه در آن طبق تعريف، . 

Z احتي از جدول قابل محاسبه استيك متغير تصادفي نرمال استاندارد است و احتمال به ر.  
  

مطلوب است . باشد 16و واريانس  10، داراي توزيع نرمال با ميانگين Xاگر متغير تصادفي: 12مثال
  :محاسبه

) -الف )P X< <8 15  
) -ب )P X > 9   

)                   :الف ) ( )

( ) ( )

/ /

/ / / / /

XP X P P Z

P Z P Z

− − −⎛ ⎞< < = < < = − < <⎜ ⎟
⎝ ⎠

= < − < − = − =

8 10 10 15 108 15 0 5 1 254 4 4
1 25 0 5 0 8944 0 3085 0 5859

  

)   : ب ) ( ) ( )/ / / /XP X P P Z P Z− −⎛ ⎞> = > = > − = − < = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

10 9 109 0 25 1 0 25 1 0 5987 0 40134 4  
  

  :مطلوب است. است 100و انحراف معيار  500نمرات دانشجويي داراي توزيع نرمال با ميانگين : 13مثال
) -الف )P X< <600 700  
) -ب )P X < 600  

)                : الف ) ( )

( ) ( ) / / /

XP X P P Z

P Z P Z

− − −⎛ ⎞< < = < < = − < <⎜ ⎟
⎝ ⎠

= < − < − = − =

600 500 500 700 500600 700 1 2100 100 100
2 1 0 9772 0 8413 0 1359

  

)                         : ب ) ( ) /XP X P P Z− −⎛ ⎞< = < = < =⎜ ⎟
⎝ ⎠

500 600 500600 1 0 8413100 100  
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  مسائل

قطعه را به تصادف  4از قطعات توليدي يك ماشين معيوب باشند و از بين قطعات توليدي % 20اگر  - 1
 :مطلوب محاسبه احتمال اينكه. اتخاب كنيم

 يك قطعه معيوب باشد؟ -الف

  اي معيوب نباشد؟هيچ قطعه -ب
  د؟حداكثر دو قطعه معيوب باشن -ج

 10به طور تصادفي . هاي توليدي يك كارخانه معيوب هستنداز لامپ% 10تجربه نشان داده كه  - 2
 :مطلوب است محاسبه احتمال اينكه. كنيمعدد لامپ را انتخاب مي

  همه سالم باشند؟ -الف
  همه معيوب باشند؟ -ب
  فقط يكي سالم باشد؟ -ج
حتمال كار كردن هر كدام مستقل از هم و موتور برق اضطراري وجود دارد كه ا 4در بيمارستاني  - 3

 :مطلوب است محاسبه احتمال اينكه. است 9/0برابر 
  حداقل يك موتور برق كار كند؟ -الف
  دقيقاً دو موتور برق كار كند؟ -ب

را  Xتوزيع احتمال . باشد 5/4و واريانس  6اي با ميانگين يك متغير تصادفي دوجمله Xاگر  - 4
 )را به دست آوريد pو  nمقادير : راهنمايي(تعيين كنيد؟ 

. باشد 5/1و انحراف معيار  2داراي توزيع نرمال با ميانگين  Xفرض كنيد متغير تصادفي - 5
( )/ /P X< <3 14 5  را محاسبه كنيد؟ 5

گرم در سانتي 5/2و انحراف معيار  100اي نرمال با ميانگين اگر توزيع مقدار قند خون افراد جامعه - 6
مطلوب است محاسبه احتمال اينكه قند خون يك نفر از اين جامعه در فاصله . ليتر باشد

( ), /95 102  گرم در ليتر باشد؟سانتي 5

   5متر و انحراف معيار سانتي 167يك جامعه داراي توزيع نرمال با ميانگين  ميانگين قد افراد - 7
 :مطلوب است محاسبه. متر استسانتي
  متر باشد؟سانتي 180احتمال اينكه قد فردي بيشتر از  -الف
  متر باشد؟سانتي 180و  170احتمال اينكه قد فردي بين  -ب
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  تر باشد؟مسانتي 157احتمال اينكه قد فردي كمتر از  -ج
- ميلي 50شود داراي توزيع نرمال با ميانگين هايي كه توسط يك ماشين ساخته مياگر قطر پيستون - 8

 :متر باشندميلي 5/0متر و انحراف معيار 
)احتمال اينكه قطر پيستوني بين -الف )/ ,50 5   متر باشد، چقدر است؟ميلي 51
معيوب به حساب آيند، در بين  ،متر باشدميلي 5/49از هايي كه قطر آنها كمتر اگر پيستون -ب

): راهنمايي(معيوب خواهد بود؟ چند پيستون ،پيستون 1000 )/P X < 49 را به دست آورده و  5
 .)ضرب كنيد 1000در 

  


